Séries Infinitas Aula

Séries Infinitas

META

Apresentar critérios para verificacdo da convergéncia de séries infinitas. Introduzir a
técnica de expansdo em série de poténcias, com aplicacdes a problemas de interesse
fisico.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: identificar se uma série infinita é
convergente ou ndo, baseado em testes e critérios apresentados; efetuar expansdes de
funcdes em séries de poténcias em torno de dado ponto.

PRE-REQUISITOS

Nenhum.
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INTRODUCAO

Para muitos problemas de Fisica Teorica, nao é possivel achar uma
solucao analitica e geral. O melhor a fazer nesses casos é tentar uma
solucao aproximada, sendo frequente o uso de expansoes em série de
poténcias ou outro tipo de série. E importante que o fisico tenha nocao
da validade do emprego de tais séries, o que passa necessariamente pela
andlise da sua convergéncia.
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7.1 Convergéncia de Séries Infinitas

Uma série infinita é uma soma com uma infinidade de termos, como
o
a1+a2+a3+...+an+...: E Ay, .
n=1

Por exemplo, citamos algumas séries infinitas,

1 1 1
1—|—§+§—|—1+... (série harmonica) ,
L
2 49 16 7

5 1 4 1 5

+ 10 + 100 * 1000 * 10000

e o taltimo exemplo mostra que utilizamos diariamente séries infinitas,

sem tomar conhecimento do fato de estarmos lidando com tais séries
(vocé conseguiu visualizar o nimero 77).

Esse conceito nao deve ser confundido com o de sequéncia infinita,

que nao é uma soma, mas algo do tipo

+ ..

by, by, by, o) by

Alguns exemplos de sequéncia infinita sao:
L
27478 16"
que é uma PG (progressdo geométrica) de razao 1/2;
UE U U U VS N
Uma série é convergente quando

N
lim Zan:A< 00
n=1

N—oo

e teremos uma série divergente quando

N
lim E Ay = 00
N—oo

n=1
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(ou —o0).

Existem testes de convergéncia para verificar se uma série é conver-
gente ou nao. Vamos apenas enunciar alguns testes, sem demonstra-
los. Mas vamos apresentar alguns exemplos para mostrar como aplicé-
los.

Teste do Termo Geral Este é um teste que pode determinar
se ha divergéncia. Simplesmente, calcula-se o limite

lim a, ;

n—oo

se o limite for diferente de zero, hé a divergéncia da série. Se o limite
for nulo, este teste é inconclusivo.

Exemplo A soma

N 2

n
22n+1

analisada por este critério, diverge, pois

n2

lim =
n—oo 2n 4+ 1

(isto é, o limite é diferente de zero).

Teste da Razao (de Cauchy ou D’Alembert) Calcula-

se 0 limite

. Qp+1

lim :
n—o0 a’n

se ele for menor que um, a série converge; se for maior que um, a série

diverge; e no caso do limite ser exatamente um, o teste é inconclusivo

(quando o teste é inconclusivo, procura-se utilizar um outro teste, mais

sensivel).

Exemplo A soma

|
Z3”+n

n=1
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converge, pois:

. Qg : (2" +1)(3" +n)
lim —— = lim
. 2.2”+1>< 3"+n
= lim
n—oo 27 + 1 33" +n+1
2" +1/2 1 3" 2
_ 9l 2V i tn <1.

——— x = lim ==

Teste da Raiz (de Cauchy) Se o limite
lim a,

for menor que um, a série converge; se for maior que um o teste garante
que a série diverge, e se o limite for um, o teste é inconclusivo.

Exemplo A soma infinita

converge, uma vez que

e3n 1/n 3
lim /a, = lim (T) =lm —=0<1.
n n

n—oo n—oo

Testes de Comparacao Asoma ), a, éconvergentese . u,
converge e se a, < u, para todo n. Ja a soma ) a, serd divergente
se > . uy divergir e se a, > u, para todo n.

Exemplo
converge, pois

converge (prove!), e os termos da primeira série sd3o menores ou iguais
aos da segunda.

Aula
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Por outro lado,
o
Z 0,98
n=1

diverge, ja que a série harmonica
o0

1
2

diverge, e os termos da primeira série sao maiores ou iguais aos da
segunda.
A série harmonica pode ser escrita:

TEREY [ Y (L VI T
s+ l3+7 S+t sttt

e cada termo entre parénteses é da forma:
1 1 1
—t—+ ...+ —
p+1 p+2 p+p

que é maior que p/2p ou 1/2. Para os trés parénteses indicados acima,
p =2, 4 e 8 (nessa ordem). Como cada um é maior que 1/2, a soma
diverge.

Teste da Integral Nao ¢ dificil descobrir uma funcio f(x) tal

que
f=a, [f(2)=a, [f(3)=uas,
Entao,
Zan = Zf(n).l < —|—/ f(z)dz
n=1 n=1 )
e também

ZZ:&" > /if(x)dm.

Logo, tomando ¢ — oo,

[ o< S < [
1 n=1 1
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L fox)

Qi = FD 7

Q, = fQ)
Qg = £3)

Figura 7.1: O teste da integral.

portanto se a integral nessa tltima expressao convergir, a série infinita
convergird. No caso contrario, se a integral divergir, entao a série
divergira.

Exemplo A somatéria

[e.e]

Z 1
2
~ nln?n
converge, pois se adotarmos
1
r) = ——
f(@) zln2x

teremos:
/°° dx > el dt /wdt 11 1 _
2 wlnPr ™~ [, e t? o t? tl,, In2
Teste de Raabe Efetuamos o calculo do limite:

. Qn
lim n —1];
n—00 Ap+1
se o limite for maior que um, a série é convergente; se for menor que

um, teremos a divergéncia da série, e no caso do limite ser igual a um,
o teste é inconclusivo.
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Teste de Gauss Sea, >0e se

h  L(n)

Qn
=1+—+ =
n n

Qp+1

sendo L(n) uma funcdo limitada de n (para qualquer n), entdo se
h > 1 a série converge, e se h < 1 teremos sua divergéncia.

Critério de Leibnitz para Séries Alternantes A série
00 n4+1 . . -

> 1 (=)™ a,, com a, positivos, converge se lim, .. a, = 0, desde

que os a, formem uma sequéncia monotonicamente decrescente (isto

é, a,.1 < a, para todo n).

Exemplo Pelo critério acima, a série seguinte converge:

H4 outros critérios mais, que nao citaremos aqui. Se todos os oito
apresentados falharem, vocé deve procurar livros especializados.

Definicao de Convergéncia Absoluta Dizemos que uma
série converge absolutamente se > |a,| for convergente.
Note que

11—1-1 1+
2 3 4

converge, mas nao converge absolutamente, pois

Z|a|—1+1+1+1+
- e 2 3 4

é divergente (é a ja referida série harménica).
Ha algumas operacoes simples obedecidas pelas séries. Sejam

j{:(%n ::fl; }E:bnzzzfg;

entao,
> amby =AB; > (am+bn)=A+B; Y ka,=FkA.
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Podemos também acrescentar a propriedade das séries absoluta-
mente convergentes: elas independem da forma como se somam seus
termos. Logo, rearranjos ou reagrupamentos podem ser feitos livre-
mente com os termos desse tipo de série.

As séries de funcoes sao somas do tipo:

[eS)
AE
n=1

onde cada termo é uma fun¢ao de z. A série pode convergir ou divergir,
dependendo do valor de z, daif falar-se em "raio de convergéncia", que
determina o intervalo dentro do qual a série converge. Por exemplo,
o intervalo de convergéncia pode ser dado por | — x¢| < r, signifi-
cando que a série converge ao redor do ponto x = xj, com raio de
convergeéncia, 7.

Exemplo Considere a série

1
1—2

Zx”:1+m—|—m2+x3+...:

n=1

(essa é a soma dos termos de uma progressao geométrica de razio z.
Para mostrar que a soma é 1/(1 — z) basta multiplicar os dois lados
da expressao acima por (1 — z), e observar os cancelamentos). Esta
série converge se |z| < 1, mas ndo converge para |z| > 1.

Exemplo A série

0o
Z cos nNxr

n=1

converge para qualquer x real: diz-se que o intervalo de convergéncia
é a reta real toda, e que o raio de convergéncia ¢é infinito, nesse caso.
A convergéncia se deve a

[ee] [e.e]
cos nx 1 .
g g — = série convergente
n

n2
n=1

para qualquer x. Para estabelecer a desigualdade acima, usamos o
fato que cosf < 1.

Aula
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Definicao de Convergéncia Uniforme A série

converge uniformemente para f(x) num intervalo [a,b], se para cada
numero real € > 0 existir um ntmero inteiro N tal que

D falz) = f()

n=1

<€

para qualquer z € [a, b].

Figura 7.2: A nocao de convergéncia uniforme de uma série de fungoes:
a soma parcial das funcoes f,(z) estd dentro de uma faixa ao redor de
f(z), para qualquer x € [a, b].

Para sabermos se uma série converge uniformemente ou nao, re-
corremos aos critérios seguintes.

Critério M de Weierstrass A soma

> falw)

converge absoluta e uniformemente em [a, b], se existir uma série con-
vergente de constantes M, tais que

|fulz)| < M,,, V€ [a,b].
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Exemplos A série

o0 n

>
2
n:171

é uniformemente convergente em [—1, 41}, pois

" 1
—| < = =M,,
n? n?
e
o0 o0
1
E M, = E — < 0.
2
n
n=1 n=1
Também, a série
o0
coOS Nx
EE: Qn
n=1

é uniformemente convergente em (—oo, +00), ja que

COS N

_>A4ﬁ>
<5

para qualquer x € (—oo, +oo), e

Teste de Abel para Convergéncia Uniforme Se f,(z) =
an ¢n(x), com ) a, convergente, e se os ¢, forem monotonicamente
decrescentes (isto quer dizer, ¢,(x) < ¢,_1(z),Vo € I = [a,b]) e
limitadas (0 < ¢,(z) < M ,Vz € I,Vn), entdo . f,(z) converge
uniformemente no intervalo |[a, b].
Vocé verificard sem dificuldade que
i (="
n + x?

n=1

é uniformemente convergente em (—oo, +00), pelo teste de Abel (note
que cada termo dessa série € menor ou igual a (—1)"/n), mas nao é
absolutamente convergente, logo nao satisfaz o Critério M de Weiers-
trass; o teste de Abel é mais sensivel.

E interessante saber se uma série de funcdes é ou nio uniforme-
mente convergente, porque aquelas possuem trés propriedades noté-
veis:

Aula
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(i) Se a série > f.(x) é uniformemente convergente, e se as f,(z)
sao fungoes continuas em I, entdao a soma da série, f(x), também
é continua;

(ii) Se a série ) f.(x) é uniformemente convergente e as f,(x) sao
continuas, entao a série pode ser integrada termo a termo,

i [ 0= [ st

(iii) Se a série Y f,(z) é uniformemente convergente, as f,(x) sdo
continuas, juntamente com df,,(z)/dz, e se Y df,(x)/dx é uni-
formemente convergente, entao a série pode ser derivada termo
a termo,

df(2) o dful(z)
dx Z dov

E preciso fazer aqui uma observacao: pode ser que uma série que
nao seja uniformemente convergente satisfaca uma ou mais dessas pro-
priedades!

Exemplo Eis um exemplo de uma série que ndo é uniformemente
convergente:

ix", —l<z<+1.
n=1

ATIVIDADES

oo 1

1. Teste a convergéncia da série )~ , ——.

utilizado na anéalise.

Diga qual o critério

2. Idem, para > o 2.

3. Idem, para > o

m=1 2n*
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4. Determine o intervalo de convergéncia da série hipergeométrica
de Gauss,

B ale+D)FB+1) ,

(6]
Fla,B8,v;x) =1+ —x+ x5+ ...
(a8, 732) 11y 2y(y + 1)

Uma dica: Gauss desenvolveu o "teste de Gauss" exatamente
com vistas & anélise dessa série!
(Resposta: convergente para (—1,+1), e nos pontos z = +1 se

v > a+f).

5. Suponha que as séries ) | a, e > b, sejam absolutamente con-
vergentes. Mostre que a série de Fourier,

(e}

Z(an sen x + by, cos x)

n=1

é uniformemente convergente em (—oo, +00).

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Vocé deve experimentar usar os varios critérios apresentados
no texto, para verificar a convergéncia dessas séries. Em al-
guns dos problemas, fica evidente qual o critério a ser testado.

7.2 Séries de Poténcias

Uma série de poténcias positivas de x é do tipo

[o¢]
E an ™.
n=0

Uma série de poténcias positivas de (x — a) tem a forma:

an(x—a)”.
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A série de poténcias negativas de x é algo como:

o0

Cn
Co + + - + —.

xn
n=0

As séries de poténcias convergem uniformemente e absolutamente
no interior de seu intervalo de convergéncia, podendo portanto ser
integradas e derivadas termo a termo, nessa regiao.

A série de Taylor é uma expansao, num ponto zy, de uma fungao

f(z) infinitamente derivavel,

) f" (o)

flz) = f(:L‘o)-l— (x —x0) + o (x—m0)* + ...

= Zf ' ]}—l’o)n

=0

3

Em particular, se zo = 0 chamamos a série de "série de MacLau-

rin".

Exemplo Na teoria da relatividade restrita, a energia total de um

corpo de massa de repouso my é dada por:

2 mo 2 1

E=mc= ——% =myc® —.
v2 v2
T2 2

Vamos expandir o termo da raiz, mais a direita, em série de Taylor
em torno do ponto zy = 0, com z = v?/c?,

/) . f"0)

flz) = f(0)+ TR 4.
—1/2 4
= 1+( />x+(+3/)x2+...
1! 2!
CR UL
2 2¢2 84
c2
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com o que obtemos:

2
E:moc2+1m0v2 {1+§U—+...]
2 4 c?

onde o primeiro termo corresponde a chamada "energia de repouso",
e o segundo a energia cinética relativistica. Observe neste segundo
termo que a energia cinética classica, mv?/2, aparece multiplicando a
série de poténcias de v?/c?, de modo que o segundo termo dentro dos
colchetes pode ser visto como uma primeira correcao a expressao da
energia cinética classica.

Exemplo Vamos neste exemplo calcular o campo elétrico no ponto
P, que se encontra a uma distancia x > a (lé-se "z muito maior que
a") de dois dipolos elétricos, como indicado na figura 7.3.

" 924
4

Figura 7.3: O campo elétrico de um quadrupolo constituido por dois
dipolos justapostos, a uma distancia grande das cargas.

O campo elétrico produzido pelo conjunto das trés cargas é:

1 + 1 + 1 =2
q + q q

Ep = .
"7 drey (x—a)? | dmeo (x+a)? | dmey ()2

Escrevemos os denominadores na forma:

1 1 1

(ta) 2% (1%2)
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e, chamando y = a/z (<K 1),

1 -2 +6

f(y):ma f’(y)zm, f”(y):m,...

Estamos entao preparados para escrever a série de Taylor para f(y)
em torno de yo = 0,

2 6 ,
Fly)=1—-qy+50 — .
e assim,
1 ~ 1 2a  3a?
(x+a)2 22 23 2t
1 1 2a  3a?

G—ap 2 B

Dentro dessa aproximacao, o campo elétrico no ponto P é dado
por:

q 1 2 3¢®> 1 2a 3a® 1
drey |22 23 2t a2 a3 2t 22

Ep =

q 6a®

dmey xt
1 3Q

dmey ot

onde Q = 2a?q é o momento de quadrupolo dessa distribuicdo de
cargas.

ATIVIDADES

1. Obtenha as séries de Taylor para o seno e o cosseno de x em
torno do ponto zy = 0 (estas sdo também chamadas "séries de
Mac Laurin" do seno e cosseno).

2. Com base nos resultados do problema anterior, mostre a plausi-
bilidade da féormula de Euler,

e =cosx+isenz
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3. A expressao relativistica para a razao entre a energia cinética
no sistema do centro de massa e a energia cinética incidente F,
para a colisao frontal entre dois prétons, é:

_ V2me(E. 4 2me?) — 2mc?

F
E.

Mostre que, no limite nao-relativistico (isto é, F. < mc?), temos
F=1/2

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Para resolver estas questoes, vocé devera usar a técnica da
expansao em série de Taylor. Para vocé conferir, a resposta
da primeira questao para o cosseno é:

2?7t

cosr=1——+—— ...

Para resolver a tultima questao, proceda como nos exemplos
resolvidos no texto.

CONCLUSAO

Apresentamos nesta aula varios critérios para verificar a conver-
géncia de séries infinitas, e ensinamos a técnica de obtencao da série
de Taylor, que é basica para obter aproximacoes de uso comum nas
fisicas classica e moderna.

RESUMO

Apresentamos varios testes para analisar a convergéncia de séries
infinitas. Mostramos as expansoes em séries de poténcias aplicadas a
problemas de Fisica.

Aula
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PROXIMA AULA

Na proxima aula vocé aprenderd como fazer expansoes de funcoes
periodicas, obtendo as chamadas séries de Fourier.
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