Séries de Fourier Aula

Séries de Fourier

META
Discutir as propriedades basicas das séries de Fourier, comentar sua convergéncia, e
apresentar a técnica de expansdo de uma funcdo periédica em série de Fourier.

OBJETIVOS
Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de expandir uma fun¢do periédica dada

em série de Fourier.

PRE-REQUISITOS

Aula anterior, sobre séries infinitas.
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INTRODUCAO

Oscilacoes e ondas fazem parte de situacoes fisicas em varios ramos
das Fisicas Classica e Quantica. Esta ultima também recebe o nome
de Fisica Ondulatoria, pelo comportamento dos componentes subato-
micos da matéria. A descricdo matematica das oscilagoes e ondas é
feita através das fungoes periddicas, sendo muitas vezes conveniente
expandir essas fungoes em termos das funcoes mais simples seno e
cosseno: esse é o palco da chamada anélise harmonica, ou anéalise de
Fourier.
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No capitulo precedente aprendemos como expandir fung¢des (com-
plicadas ou nao!) em séries de poténcias,
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Figura 8.1: Uma funcao periédica, de periodo T
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Figura 8.2: A funcao periédica onda quadrada, muito comum em
estudos de correntes elétricas.

Agora, estaremos interessados em expandir fungoes periddicas. Para
essa classe de funcgoes, tem-se:

fle+T) = f(x), Vuz,

onde 7' é o periodo da funcao. Nesse caso, parece natural que facga-
mos a expansao nao em termos de poténcias de x, mas em termos de
fungoes periddicas. As funcoes periddicas talvez mais comuns sao o
seno e o cosseno; assim, buscamos expansoes do tipo:

(e}

f(z) = Z(an cosnx + b, sennzx) .

n=0
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E bom lembrar que grande classe de fenomenos fisicos é oscilaté-
ria. O péndulo simples, a massa presa numa mola, ondas na superficie
de um lago, som (que é uma onda de pressdo propagando-se no ar),
correntes elétricas alternadas disponiveis em nossas residéncias, cam-
pos eletromagnéticos (como as ondas de radio, TV, celular), todos sao
exemplos de sistemas fisicos envolvendo oscilagoes, que por sua vez
sao descritas em termos de funcoes periddicas do tempo.

Vamos tentar entender em que consistiria aquela expansao em sé-
rie, fisicamente falando. Usaremos para isso o exemplo de uma lamina
vibrando, como um diapasao. Na figura 8.3 é mostrada uma lamina
vibrando; essa vibragao produz uma sucessao de ondas de alta pressao
(quando a lamina oscila para a direita, comprime as moléculas de ar
que se encontram a direita. Essa "onda de alta pressao" move-se para
a direita) e de baixa pressdo (correspondendo & volta da lamina para
a esquerda, o que gera a rarefagdo no ar a direita da lamina). Na
verdade, tais ondas de pressao propagam-se em todas as direcoes, no
ar, a partir do diapasao. Aqui estamos fazendo uma simplificacao do
processo, mostrando esquematicamente o que ocorre apenas em uma
dire¢do (horizontal, para a direita).
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Figura 8.3: Esquema de ondas de pressao no ar (sons) produzidos por
um diapasao.

Uma onda sonora como a representada na figura 77, expressa
matematicamente por uma funcao cosseno de frequéncia bem deter-
minada é chamada um "tom puro" (na linguagem da misica) ou
fundamental. Na verdade, nao exatamente cosx, mas cos kx, onde
k = 27/X = 2nf/v é o chamado "niimero de onda", \ é o compri-
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mento de onda (a distancia entre dois picos no grafico da figura), f a
frequéncia e v a velocidade da onda.

Entretanto, os sons que ouvimos em geral nao correspondem a tons
puros, mas a superposicoes de varios tons, de forma que a onda resul-
tante nao é tao simples como um seno ou um cosseno. Por exemplo, ao
emitir uma nota "l4" num instrumento musical, nao se obtém um tom
tnico, de frequéncia f (este por si s6 seria sim bem representado por
uma fungao cos kx), mas acompanham-no varios sobretons, chamados
"harmonicos", de frequéncias 2f (chamado de primeiro harmonico,
e representivel por cos2kz), 3f (matematicamente expresso como
cos 3kx; é o segundo harmonico), ...

Essa superposicao especifica de certas quantidades do primeiro
harmonico, do segundo harmonico, etc., caracteriza o som daquele
instrumento, define o seu timbre: a mesma nota la emitida por um
piano ou por um violino parecem diferentes devido a esses sobretons.

O gréfico na figura apresenta os valores da pressao nos diferentes
pontos do espaco, como se fosse um "instantaneo fotografico" da situ-
acdo. A medida em que o tempo passa, tal curva (como se fosse um
"arame" torcido na forma de uma fungio cosseno) se desloca a direita,
com a velocidade da propagagio do som no ar (ao redor de trezentos e
cinquenta metros por segundo). Assim, as fungdes correspondentes ao
tom fundamental e seus harmonicos, além de ter dependéncia cosse-
noidal com a distancia z, teriam também uma dependéncia temporal,
do tipo

cos kx . cos 2w ft = cos kx . cos wt .

Dada a funcdo f(x) descrevendo uma grandeza fisica periddica,
desejamos expandi-la numa série envolvendo os virios harmonicos. Tal
série é chamada série de Fourier e engloba, em geral, uma infinidade
de termos.

Como um segundo exemplo fisico, podemos citar a luz branca
(como a luz do Sol), que é uma mistura de varias cores (isto signi-
fica: varias frequéncias). Neste caso, temos a complica¢ao adicional
de termos um conjunto continuo de frequéncias possiveis, e em lugar
da soma de termos, ficariamos com uma integral na frequéncia. Este
procedimento, como veremos bem mais adiante, no curso de Métodos
de Fisica Teorica II, relaciona-se com a transformacao de Fourier.

Também, na recepgao de ondas eletromagnéticas, quando um sinal
passa por um circuito elétrico (receptor), alguns harmonicos sao per-
didos; se os mais importantes nao se perdem, diz-se que o circuito tem

Aula
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"alta fidelidade". Os harmonicos "mais importantes" correspondem
aos termos da expansdo em série de Fourier (por exemplo, cos4kz)
cujos coeficientes (no caso, a4) sdo grandes em relagdo aos outros a,
e b, da série:

flx) = ao+ Z(an cos nkx + by, sen nkx)
n=1

= ag+ ajcoskx + by sen kx + as cos 2kx + by sen 2kx + . ..

Uma questao de ordem matemaética se coloca: quando uma funcao
f(z) pode ser expandida em série de senos e cossenos, isto é, em série
de Fourier? Embora nao exista até hoje uma resposta satisfatoria a
essa pergunta (que é ainda objeto de pesquisas), existe um conjunto de
condigbes, conhecidas como condi¢oes de Dirichlet, que sao suficientes
embora ndo sejam necessarias para que f(x) possa ser representada
em série de Fourier (com tal série convergente).

Condicoes de Dirichlet (Teorema) Se f(x) é periodica
de periodo 27, univalente, se tem um niumero finito de maximos e
minimos, um nimero finito de descontinuidades de primeira espécie
(saltos finitos), e se

[t < oo

(isto &, f é absolutamente integravel no periodo), entdo a série de
Fourier converge para f(z) em todos os pontos onde f for continua;
nos saltos finitos, a série converge para o ponto médio do salto.

Este teorema se estende ao caso em que o periodo é um 7' diferente
de 27, com T' < oo.

Exemplo Expandiremos a chamada "onda quadrada" (veja a fi-
p
gura 8.4) em série de Fourier.

[e.e]
f(z) = Z(an cosnx + b, sennx)
n=0
Note que f(x) é periodica, com periodo 27. Vamos portanto con-
centrar nossa atenc¢ao no intervalo [0, 27].
Obter a expansdo acima para f(z) é calcular todas as constantes
a, € b,, o que é feito da seguinte forma. O conjunto

{1, cos x, sen x, cos 2x, sen 2z, .. .}
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Figura 8.4: A funcao periédica onda quadrada.

é ortogonal - e completo, o que significa que o produto escalar de
qualquer par de funcgoes desse conjunto é nulo. O produto escalar de
duas funcgoes, a que nos referimos, é dado por

(f.9) = /0 Wf(x)g(x) dz .

Um exemplo familiar de um conjunto ortogonal e completo é {i, j, k},
onde temos os produtos escalares nulosi-j=1i-k = j-k = 0; essa
propriedade é a de que esses trés vetores - na realidade, versores - sao
ortogonais. Além disso, o conjunto é completo, portanto forma uma
base e assim, qualquer vetor do espago pode ser escrito como uma
combinacao linear v = v, i+ v, j + v, k.

Os exemplos que seguem ilustram a afirmacao que o produto esca-
lar entre pares de funcoes daquele conjunto ortogonal é nulo:

2m
(1,cosz) = / coswdr = [senz]i" =0;
0

2m
(1,senx) :/ senxdr = [—cosz|f" =1—1=0;
0

2
1
(senx,cosx) = / senx cosx dr = [Qsen2 2" =0;
0

2T
1
(1,cos2z) = / cos 2z dx = [§sen 27)2" =0 etc.
0

Note que a série de Fourier nada mais é que um modo de escrever
uma fun¢do f(z) como uma combinagdo linear dos elementos do con-
junto ortogonal completo, de forma totalmente anéloga aquela citada
para os versores i, j, k.
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Vamos entao encontrar as formulas necessarias ao calculo dos co-
eficientes a,, e b,. Para o calculo de ag, integramos a expansao de
Fourier de f(x) entre 0 e 27 (isto é, fazemos o produto escalar dos
dois lados da expansdo com a funcao 1),

(f(x),1) = Z [a, (cosnz, 1) + b, (sennx,1)]

2T
/ flz)dx = ap(1,1)+ay (cosz,1)+b (senx,1)+
0 0 0
+ay (cos2x,1) +by (sen2x,1)+ ...

(. ~/ N ~/

-~

0 0

e, devido a ortogonalidade do conjunto de senos e cossenos, s6 resta o

termo que envolve
2w
(1,1) = / ~on.
0

1 2

:g ;

Com isso,

f(z)dx.

Qo

Para calcular a,, (n > 1) multiplicamos os dois lados da expansao
em série de Fourier para f(z) escalarmente por cos mx,

o0
(f,cosmz) = Z lay, (cos nx, cos mx) + by, (sennx, cos mx)|
n=0
= apy (cosmz,cosmz) = ay,m

sendo que todos os outros produtos escalares dessa expansao se anulam
(devido a ortogonalidade).

Assim,
2m
(x) cosmx dx = ap,m,
0
1 2T
Uy = — / f(z) cosma dx
™ Jo

comm=1,2,...

138,



Séries de Fourier Aula

De forma anéloga, faremos agora o produto escalar com senmx
objetivando o calculo dos b,,:

(e}

(f,senmzx) = Z an Scos nx, senmx) +b, (sen nx, sen mzx)

~/

-~

n=0 0

= by (senmzx, senmx) = by,

de onde achamos os b,,,

1 2
by = — / f(x) senmx dx
T Jo

comm=1,2, ...
Voltando ao exemplo especifico da onda quadrada, lembrando que
entre 0 e m a funcao valia 1, e era nula entre 7 e 2,

™

1
ag = — dx =1/2;

:271— 0

1 [ 1 sennxi™
a, = — cosnrdr = — =0;
7 Jo 70 n Jo

+1

1 [7 1 [—cosnz]™ 1 o
b, = — sennxdr = — |————| = — |1 —"Cosnrw| =
T Jo s n o nm

_{ 0, npar

2 s
pupng n impar

e a expansao fica:

1 2
f(a:):§+;{senm+ 5 + 3

sen3r  senbx ]

Nos pontos de saltos finitos (descontinuidades), como x = 0, x = T,
x = 27, os termos entre parénteses se anulam, e f(z) tende ao valor
1/2, que é exatamente metade da altura do salto.

Pode-se também escrever a série de Fourier na forma complexa,

usando as relacoes
nr e—in:c 6inz + e—in:c
sennr = ————,  coSNT = 5

21
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—

P

Figura 8.5: A func¢do degrau, apresentando uma descontinuidade em
x=0.

Com isso,

- bn inx —inx S An / ing —inx
f@) = ap+) oo (€™ —e ™) £y T (e e
n=1

= n=1
[o¢]
an bn inT Qn b” —inx
= _a + —4 e (-2
— 2 { ( 2 21) 2 2
co n=1 " — —_——
Cn C_n
e introduzindo as constantes complexas cg, ¢, ¢_1, ¢, ¢_o, ... defini-

das acima, temos:
o0
f(z) = Z cn €.
n=-—oo

Usando as relagoes dos a,, € b,, concluimos que

1 2 )
Cp = —/ flx)e ™™ dx Vn.
21 0

Aqui, e no exemplo visto ha pouco, usamos o intervalo [0, 27],
mas poderiamos utilizar qualquer outro intervalo de comprimento 27,
como |[—m, 7, [m,37], etc. A tnica alteragio nesses casos seria a troca
correspondente nos limites de integracao do céalculo dos c,.

Porém, se o periodo de f(x) ndo for 27, mas digamos T, entdo
algumas mudangas tém que ser feitas. Ao invés de usar cos nx e sen nx
(ou ™) na série de Fourier, teremos que usar:

2m 2
CcOS T nx s sen T nx
i 2% nx
<011 e T )
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na série de Fourier, que passa a ser escrita:

- 2 2
flz) = ao —i—; (ancos%nx—i-bnsen%nx)

T
ag = %/0 f(z)dx

2 [T 2
a, = —/ f(x)cos%nxdx (n>1)

b, = = / f(z sen—nxdx (n>1)
Na forma complexa,
f(l') — cnei%rnz’
1 g —i2Zng
Cpn = = flxye*T™dx (Vn).
T Jo

Outro modo de se escrever a série de Fourier é a seguinte:

> 2m 27
- n e bn e
f(x) ap + nE:l {a €08 — T + b, sen T nx}
I - 2 2 [T 2
= /0 f(z)dr + E [cos%nx T / f(x')cos%nx’dw'—i—
27
sen—nx — / f(z sen?nx dx}

:—/f m+z /f

27r 2m 2m ,
X cosTnx cos —nz' + sen — nx sen?nx dz

T T

/ f(x dm+z / f(z cos—n(x—:l:')dx’.

E interessante observar também que, em alguns casos, as constan-
tes a, podem ser todas nulas (ou todas as b,). Fala-se, nesse caso,
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numa série de Fourier seno (ou cosseno). As fun¢oes impares sdo sem-
pre representadas por séries de Fourier seno, enquanto as pares sao
representadas pelas séries de Fourier cosseno. -

Vamos sumarizar, na proxima pégina, todas essas formulas vistas
para as séries de Fourier.
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Formulario - Fourier

f(x) com periodo 27

f(z) = Z(an cosnx + b, sennx) (1)
n=0
1 2
a = o f(z)dz,
1 2T
a, = - f(x)cosnzdr (n>1)
T Jo

1 2w
b, = —/ f(x)sennxdx (n>1)
T Jo

Cp =
o

f(x) com periodo T

flx) = ao+ ; (an cos % nx + b, sen % nx) (3)

T
ag = l/ f(z)dx
a, = / f(z cos—nxdx (n>1)

b, = ?/0 f(x)sen%na:dx (n>1)

— f: Cnei%n:c (4)

n=—oo

:—/ f@) e Frmdr (vn).

Aula
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Exemplo Expanda a funcdo "dente de serra" em série de Fourier.

foo

1 = X

Figura 8.6: A funcao periédica "dente de serra".

Vamos usar a expansdo (4) da pagina anterior. Neste problema,
T = 3, e assim,

f(l’): cheﬂi nx
13 113 1
- = dr — = 22 — =
0 30f(x)$32 2
13 -
Cp = —/ ge_l%mdx
3/, 3
1 3
= —/ e xdx
9 Jo
com « = —i2nm/3.

Esta ultima integral pode ser calculada com o seguinte artificio (ou
com a fungdo gama, que veremos em Métodos de Fisica Teorica II).
Para n # 0,

/e’mdx:— = —/eo‘mdx:/xemdx:——2+—em
a do a a

e assim, podemos obter c,,

1 T 1 ax3
G = —||———= e
9 a o
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1 in 2T
fl) = 2 + Z 2n7re ’
(n#0)
27T 27T 4z 4rx
_l_i_z 63—6_T+63—6_3+
2 or 1 2
1+ i 0 27m:+2. 4m"+
= 4 — — 15en—— + ...
5T 5 1 5en 3 3
1 7 2y n drx n 6rx N
= ———|sen—+sen— +sen—+ ...
2 0w 3 3 3

Exemplo Uma corrente alternada i(t) = A sen wt passou por um
retificador de onda completa. Mostre que a corrente de saida, i'(t),
pode ser expressa por

) 2A 4A cos nwt
i'(t) = — — —

T s nz—1"~
npar

Figura 8.7: A ac¢ao do retificador de onda completa.
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A corrente retificada é mostrada na figura 8.7. Trata-se aqui de
obter a série de Fourier para i'(t).
Usemos a expansao (3). Note que para i/, T =T/2 = 7 /w.

/w 24
ag = E/ Asenwtdt = —
7 Jo s

Qw [T 2mnt 24
an = i A sen wt cos m dt = w
T Jo /W 0

2Aw ™1
- 2 —sen [(2n + 1)wt]| dt +
T Jo 2

/w
/ sen wt cos 2nwt dt
0

—21{% e % sen [(2n — 1)wt] dt
= Aw {(—1)[005 2n+1)m —1]

™

1
(2n + 1)w+

+ [cos (2n — 1)m — 1] m}
4A

Cr(Anz —1)°

Nao é necessario calcular os b, que sdo nulos, ja que a fungao i(t)
é par. Entao,

24 4AS, 1

) == - 2N cos 2nwt
i'(t) - 7T71:14712_1003 nw
ot 2A  4A t
) Z cos nw
t = — — — _—
" T T o, n? -1

Vejamos agora algumas propriedades adicionais das séries de Fou-
rier.

(i) Uma série de Fourier convergente nem sempre é uniformemente
convergente. De fato, se a série representa uma fun¢ao descon-
tinua (com saltos finitos), aquela propriedade ndo é verificada.

Eis uma condigao suficiente para a série de Fourier de f(x) ser
uniformemente convergente em [a, b]: f(x) deve ser continua em

[a,b], f(a) = f(b) e f'(x) deve ser seccionalmente continua em
[a, b].
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(ii) Independentemente de ser uniformemente convergente ou nao,
uma série de Fourier convergente pode ser integrada termo a
termo.

(iii) O mesmo nao se pode dizer quanto a derivagdo da série. Se a
série for uniformemente convergente, pode ser derivada termo a
termo.

ATIVIDADES

1. Ache a série de Fourier da funcao "dente de serra", ela é uma
sequéncia de pulsos triangulares, como mostra a figura 8.8.

-2

Figura 8.8: Uma funcao dente de serra, de periodo 2¢.

foo

AW

0 Ty 2

Figura 8.9: A ac¢do do retificador de meia onda sobre uma voltagem
senoidal.

2. Obtenha a série de Fourier para a funcao

f(z) = Asenwzr, 0O0<z<7/w
v = 0, T/w <z <2m/w

i
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(corrente alternada apds passar por um "retificador de meia
onda" - um diodo - que deixa passar a corrente se for positiva,
e a bloqueia se for negativa). Veja a figura 8.9

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Obter a série de Fourier, significa calcular os coeficientes ay,
ay, b,. Se necessario, vocé pode usar uma tabela de integrais
para ajudar no seu calculo.

CONCLUSAO

As séries de Fourier sao uteis na descricao matemética de de os-
cilacbes e ondas, na medida em que utilizam as chamadas funcgoes
harmonicas, seno e cosseno, como uma base em termos da qual é feita
a expansao. Os coeficientes da expansao podem ser calculados através
de integrais simples.

RESUMO

Nesta aula estudamos propriedades béasicas das séries de Fourier,
em particular as condicoes de convergéncia da série infinita, e apren-
demos a fazer a expansao de uma fungao periédica qualquer em uma
série de Fourier. Aplicamos tal técnica a alguns problemas de Fisica.

PROXIMA AULA

Na proxima aula vocé aprendera que a fungao delta de Dirac, em-
bora bastante usada em Fisica, na verdade nao é uma funcao, e vera
como podemos interpretd-la mais apropriadamente como uma distri-
buicao.
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