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Funcao Delta de Dirac:
Teoria das Distribuicoes

META
Introduzir no¢des bésicas da teoria das distribui¢des, e discutir algumas distribuicdes
usuadas em problemas de Fisica.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: identificar propriedades basicas de
espacos de funcdes de teste, e de espacos de distribuicdes; operar com algumas
distribuicdes de uso frequente.

PRE-REQUISITOS

Aulas anteriores sobre espacos vetoriais e espacos métricos.
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INTRODUCAO

O emprego de procedimentos envolvendo a chamada funcao delta
de Dirac é bastante comum na Fisica, apesar de deixar a desejar do
ponto de vista do rigor matematico. E possivel, no entanto, tornar
matematicamente aceitdvel o uso da funcao delta, encarando-a como
uma distribuicao, ou seja, como um funcional linear e continuo agindo
sobre um espaco convenientemente escolhido de funcoes de teste.



Funcio Delta de Dirac: Teoria das Distribuicdes

Em Fisica é comum utilizar-se a chamada "funcao" delta de Dirac,
d(z), "definida" pelas condicoes:

5(93)2{ 0, z#0

oo, =0

e, ainda, §(z) deve satisfazer a propriedade:

“+e€

6(x) f(x)dx = f(0)
sendo € > 0 e f(z) continua em z = 0.

Mas, como vocé pode perceber, definir uma funcdo que é zero em
quase todos os pontos, e no tnico ponto x = 0 onde nao se anula, ela
tem valor infinito (se é que esse é um valor. .. ), ¢ no minimo estranho.
Ja do ponto de vista matemaético, estas condicdes de modo nenhum
constituem uma definigao.

Alguns autores introduzem a funcao delta como o limite de sequén-
cias de funcoes, como por exemplo

O(z) =" lim "g,(x)

n—oo

com as fungoes Gaussianas normalizadas g, dadas por

n 2.2

In(x) = ﬁ e """

As funcoes ¢, sao normalizadas, isto é, tém norma um:

[ mwrar=1,

(o)

Observe a figura 9.1. A integral das fungoes g,, € um; & medida em
que n cresce, a fungao vai se estreitando, e seu pico vai ficando mais
alto, mas mantendo a area de uma unidade sob a curva. Nesse sentido
intuitivo, 0(x) seria o limite dessa sequéncia, quando o pico fica tao
estreito (largura zero!) e alto (g tende a infinito em x = 0).

Ocorre que, do ponto de vista matemaético, o limite de tal sequéncia
de funcgoes nao existe, e delta nao é uma funcao.

Apesar disso, continuou-se a utilizar §(x) em procedimentos heuris-
ticos (isto é, que nao sdo rigorosos ou justificados) - especialmente em
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Figura 9.1: Trés fungoes da sequéncia de fungoes Gaussianas g, (z),
paran = 1,2,5, cujo "limite" seria a funcao delta de Dirac.

Fisica - até que a teoria das distribuicoes foi formalizada pelo mate-
maético francés Laurent Schwartz, por volta de 1950. Vamos apresentar
em seguida as nog¢oes bésicas, os rudimentos dessa teoria.

As fungoes simbolicas como §(x) (e outras que comentaremos) po-
dem ser introduzidas de modo matematicamente valido nao como fun-
¢oes, mas como funcionais lineares atuando sobre certos espagos line-
ares de fungoes (as chamadas "fungoes de teste"). Em particular, ha
dois espacos interessantes por suas aplicagoes: D e S.

Relembramos que um funcional linear é um tipo especial de funcao
que associa elementos de um espaco vetorial V' & niimeros de um dado
corpo K, f:V — K, obedecendo a condicao:

flaz + By) = af(z) + Bfly), Vr,yeV, Va,B€ K.

O Espaco D Chamaremos de D o conjunto das chamadas funcoes
de teste ¢(z),

o:R— C
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ou seja, funcoes de variavel real a valores complexos, que devem obe-
decer as seguintes restricoes:

(i) Devem existir as derivadas de todas as ordens de ¢(z);

(ii) As fungbes ¢(x) devem se anular fora de um intervalo limitado
[a,b] da reta real. Tal intervalo é chamado o suporte de ¢(z).

Exemplo Um exemplo de funcio de teste de D é o que segue:

1
T <,
o) { 0, lz| > 1.

O espaco D constitui um espacgo vetorial com relacao as opera-
coes usuais de soma de fungoes e multiplicagao de um escalar por
uma fungio (geralmente usamos, em Fisica, o corpo C dos niimeros
complexos):

(¢ +¢)(x) = o(x) +(x), Vo, €D;
(ap)(z) =ap(x), VoeDVacC.

Note que estas relagoes sao decorrentes da exigéncia da linearidade
desses funcionais ¢(x) de D. Observe também que para tais expressoes
fazerem sentido, é necessario que haja alguma interseccdo nao vazia
entre os suportes do funcional ¢ e do funcional .

Pode-se introduzir algumas normas em D, porém usualmente a
topologia de D é dada pela nocao de convergéncia de sequéncias de
funcionais. Definimos, postulamos a no¢ao de convergéncia, e a topo-
logia estara consequentemente determinada.

Definicao Uma sequéncia {¢,(z)} de funcionais de D converge
para 0 € D se forem verificadas as duas condigoes seguintes:

(i) Deve existir um conjunto limitado [a,b] fora do qual todos os
funcionais {¢, } se anulam;

(ii) Os funcionais {¢,}, bem como as suas derivadas de todas as
ordens, devem convergir uniformemente para zero,

oW (x) — 0, Vi,V € [a,b].
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Dizer que a convergéncia deve ser uniforme significa que, no processo
de limite, para cada ¢ > 0, existe um ¢ > 0 que é funcao apenas de ¢
(e ndo de z).

O Espaco D’ das Distribuicées Uma distribuicio sobre D
é qualquer funcional linear e continuo definido nesse espaco,

T:D — C
¢ — T(¢)=(T,9)

(as vezes indicaremos, numa notacao alternativa, 7'(¢) = (T'|¢). Vol-
taremos a comentar esta notagio adiante) desde que sejam verificadas:

(i)
(T, a9+ By) = a(T,6) + B (T, ¢)

para quaisquer ¢,v € D e quaisquer nimeros complexos «, (3.
Essa é a condigao de linearidade;

(ii)) Vo, € D, tal que ¢, — 0 quando n — oo, entdo devemos ter
(T, ) — (T,0), quando n — o
(condigao de continuidade).

Indicaremos por D’ o espaco de todas as distribuicoes desse tipo.

Exemplo A imprecisa "funcao delta de Dirac" passa a ser corre-
tamente colocada como a distribuicao delta de Dirac:

(%, 9) = ¢(0) Vo eD.

Para se convencer de que dy é realmente uma distribuicao, vocé tera
que mostrar a linearidade e a continuidade desse funcional. A defini¢ao
acima para Jp pode ser estendida para um outro ponto arbitrario,
assim:

(0a; @) = ¢(a) Vo eD.
Esse ultimo funcional nos fisicos costumamos denoté-lo 6(x — a).

Exemplo Vamos introduzir agora a chamada distribuicdo regular.
Ela é definida para cada fungdo f(z) localmente integravel: f sera
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localmente integravel se para qualquer intervalo limitado [a, b] existir

a integral
b
[ if@las.

A distribuicao regular f sera dada por

“+00

(f,¢) = f(x) ¢(z) dx .

Note que a integral certamente é convergente, uma vez que f é
integravel, e ¢ tem suporte limitado (anula-se fora de algum intervalo
limitado da reta real). Veja, também, que tal integral (que aparece,
pelo menos, no caso das distribuigoes regulares) é a mesma usada para
definir o produto escalar entre as fungoes f e ¢ na reta real. Fazendo
uso da notacao de Dirac, tal produto escalar pode ser escrito:

“+oo

(flo) = f(x) p(x) da.

Daqui por diante vamos preferir usar esta notacao para indicar a
agdo de uma distribui¢do T' (qualquer) sobre uma funcdo de teste ¢:

(T|¢)

pelo uso frequente de tal notagao em Mecanica Quéantica.

As distribuigbes que ndo sdo regulares sdo ditas singulares (como
). Um exemplo classico de distribui¢ao regular é dado pela funcao de
Heaviside,

1, >0,
H(x):{o z <0,

que permite definir a distribuicao de Heaviside,
+0o0 +oo
(H|g) = H(x) ¢(x) dv = ¢(z) dx

—0o0 0

(independentemente do valor que se queira atribuir a H(0)).
D’ serd um espaco linear, agregando-se as operacgoes de soma de
distribuicoes e multiplicacao de uma distribuicao por um escalar,

(R+T|o) = (R|o) + (T|9)
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(VR, T € D',¥¢ € D);
(aT'|p) = o(T|9)

(VT € D',¥V¢ € D,Va € C) e por vezes é chamado o espaco dual de
D.

A regra para a derivagao de distribui¢oes é motivada pela formula
obtida no caso de distribuigoes regulares,

+00 +oo

(f'l¢) = frode=[fo]" - fé'de=—(fl¢').

Define-se, entao, em geral a derivada de uma distribuicao:

(T"lo) = ~(T1¢),

para qualquer funcao de teste ¢ € D e qualquer distribuicao 1" € D’.

Vamos calcular agora a derivada de uma funcdo f(x), continua
exceto para r = a, onde apresenta um salto finito de altura s, =
f+— [ (veja a figura 9.2).

s e

P

Figura 9.2: Uma funcao continua exceto no ponto x = a, onde tem
um salto finito.

“+00

(flo) = —{fl¢') =— [ du

a—e a+te +o00
= — lim {/ fgb’dx—i—/ f ¢ dr + f¢’da:}.

e—04 +
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No limite de ¢ tendendo a zero, a segunda integral acima se anula.
Fazemos uma integracao por partes nas outras duas:

lim 7 b dut

—oo =04 J_

(F16) = —{hm f@)o()]

e—04 o

+ lim [f(x)¢(x)]+°o i [ f’gbdx}

e—04 ate e—04 a+te

— — lim [f(a— 99(a)] + lim [f(a-+)o(a)] +

e—04
a—e +o0
+{lim / ' édx+ lim f'qbdx}
=0+ J_ =0+ Jate

Dentro destas tultimas chaves, encontra-se a integral do que cha-
mamos de derivada cléassica, {f'}(z) (a derivada costumeira),

{Jz[mwmwwzﬁmm
e cCom iStO escrevemaos

(fle) = ola) [fx = F]+{[}e)
~—

= 5a(0al®) + ({/}) -

Como tal igualdade vale para qualquer ¢ de D, concluimos que

f' =1} +5aba.

Se f for seccionalmente continua, e tiver varios saltos finitos, di-
gamos em r = ay, T = dg, ..., T = Gy, €ntao

f/ = {f,}+zsi§ai .
i=1
Uma segunda derivagao, tomada sobre essa expressao, nos fornece:
Fr={+> sl +> 56,
i=1 i=1

onde s;’ sdo os saltos de f’ (nos pontos by, b, ..., b,), € como antes
s; sao os saltos de f em ay,as,...,a,. No ultimo termo aparece ¢',,:

Aula
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esta é a derivada primeira da fungdo delta de Dirac (ou melhor, da
distribuigao delta), que é definida assim:
¢).

<5ai ¢> - —¢/(.T = ai) = _<5ai

Outros resultados de derivagao distribucional podem ser consegui-
dos com o auxilio das féormulas acima para [’ e f”.

Exemplos A derivada da funcio degrau de Heaviside, H(z), vale:

(observe na figura 9.3 que a derivada classica de H(z) é nula).

A derivada da fung¢do modulo de = (f(z) = |z|) é igual & funcao
sinal de x, €(z), que também aparece na figura 9.3. Derivando uma
segunda vez a funcao modulo,

lz|" = =26.
AH
{
0 X
“G (%
+1{ 4
X
— -

Figura 9.3: Um gréfico das fungoes degrau de Heaviside, H(x), e da
fungdo sinal de z, €(x), que vale —1 para z negativo e +1 para z
positivo.
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Exemplo Vamos agora investir algum tempo na obtencio da de-
rivada distribucional da fungao log|z|.
o)

d
(g toalel|6) = —{ogla
= — lim {/ log || ¢ dz+
=04 _

oo

+oo
+/ log |z| gb'daj}
+e€

= lim { log ep(€) — log ep(—e) +

e—04

-~

0
e [ )

—00 +e

sendo que nesta tltima passagem foi feita uma integragao por partes.
As duas integrais restantes no lado direito sdo agregadas sob o simbolo
"vp", que explicaremos em seguida:

d oo
<%log|x\ ¢>:vp /_OO @dm.

No sentido usual do Célculo Diferencial e Integral, a integral

+oo@dx
Xz

—00

existe se existirem os dois limites:

—€1 +o00
lim M dx ; lim M
a—=0+ J o z €204 +e€2 €

dx ,

onde €1, €5 sao independentes um do outro.
No caso, porém, nao ha esses limites. Mas hé, sim, o limite:

i ([ [0

e—04 o I T

€

(aqui, as integrais sdo calculadas juntamente, e tudo funciona como se
houvesse um cancelamento das partes divergentes de uma e da outra
integral).

Aula
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Esse limite especialissimo recebe o nome de valor principal (ou
valor principal de Cauchy) da referida integral, dai o simbolo "vp"
antes do simbolo de integracao.

Exemplo Um outro tépico que guarda alguma semelhanca com o
exemplo anterior é a parte finita de Hadamard. Esta é obtida de uma
integral divergente "subtraindo" dela uma parte infinita da forma:

e'log” €

para € — 0 e Rep > 0, Rev > 0 excluido o caso 4 = v = 0. Um
exemplo cléssico é:

b b
pf d—x:lim{/di+loge}:logb
e

0o T e—04

onde vocé deve notar que o resultado da integracao é logb —loge, e o
termo divergente (—log€) é subtraido.

Procedimentos como esse sao comuns em Teoria de Campo; cha-
mam-no renormalizacao, e essa técnica é 1til para eliminar proble-
mas com integrais divergentes que surgem na teoria. Gostariamos
de enfatizar que vp 1/z, pf1/2?, etc. sdo corretamente interpretadas
como distribuigdes (singulares).

Ainda relacionado com o aparecimento das distribui¢oes quando se
faz uso da derivagao, mencionaremos de modo breve que as proprias
equagoes diferenciais, além de possuirem as solucbes tradicionais ja
conhecidas e estudadas por vocé, admitem outras solucoes, distribu-
cionais. Mostraremos isso através de um exemplo.

Exemplo Considere a equacio diferencial
zy =0;

ela possui a solugdo (chamaremos a solugdo classica) Yeuss = C1 =
constante. No entanto,

Ydistr = CV2 H(Z’)

também é uma solugdo (H(z) é a funcdo degrau de Heaviside), no
caso, n6s a chamamos de solucao distribucional. De fato, ela é uma
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solucao:

(xCo H'[¢) = Co(zdolo)

ja que z¢ calculada em x = 0 se anula.
Mostramos que uma solucao mais geral daquela equacao diferencial
pode ser escrita:
y:Cl—l—C'gH(x).

3 A letra S foi escolhi-
O Espaco S E o espaco das funcoes de teste temperadas, que daem homenagem a

sdo infinitamente derivaveis sobre toda a reta real, e "rapidamente Schwartz.
decrescentes no infinito", o que significa:

lim ‘xk gb(p)(x)‘ =0
|z[—00
para quaisquer inteiros £k > 0 e p > 0.
Um exemplo de funcao temperada é a Gaussiana, e~
Além da estrutura linear, que o espaco S apresenta, introduzi-
mos uma noc¢ao de convergéncia através da convergéncia uniforme de
sequéncias. Dizemos que ¢, converge em S para 0 quando:

2

2 ¢ (x) — 0

a medida que n — oo, para quaisquer k, p maiores ou iguais a zero.
As distribuig¢oes temperadas, que formam um espago linear S’, sdo
funcionais lineares e continuos sobre S.
Sao exemplos de distribuicoes temperadas os polinomios, delta e
suas derivadas, vp e pf de fungdes como 1/2™, ¢?** (com k real).
Tem-se as seguintes relagoes de inclusoes entre os espagos D e S:

DcS; D>S.
Um espago de Hilbert é autodual,
H=H

(lembre-se que o Teorema da Representacao de Riesz estabelece a exis-
téncia de correspondéncia um-a-um entre elementos de H e seu dual
H').
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Assim, se pensarmos em H como sendo o espaco das fungoes de
quadrado integravel sobre a reta real, teremos as relagoes de inclusao:

DCH=H cD

e tal terna de espagos encaixados é conhecida como "espago de Hilbert
equipado", ou tripleto de Gel’fand, abreviadamente na literatura R.H.S.

(Rigged Hilbert Space).
Um segundo exemplo de R.H.S. é:

ScHcS;

tais tripletos de espacos mostram-se titeis como ferramentas matema-
ticas mais adequadas para uso na Mecanica Quantica. Objetos como
os niicleos de transformacoes de Fourier, ¢’**, ndo sao encarados mais
como fungoes do espaco de Hilbert H (como ja comentamos antes,
eles ndo pertencem a esse espago), mas como distribui¢oes de S, atu-
ando sobre as fungoes de onda. Estas, pertenceriam nao ao espaco
de Hilbert H, mas ao espaco "menor" S das funcoes temperadas, que
possuem certa "suavidade" em virtude de serem infinitamente deri-
vaveis, o que parece combinar bem com o que se espera dos estados
fisicos.

ATIVIDADES

1. Mostre que a derivada distribucional da funcao moédulo de x é
igual a funcao sinal de .

2. Calcule a derivada distribucional da funcgao sinal de .

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Vocé terd que recorrer ao texto, em particular aos exemplos
resolvidos para atacar estas duas questoes!
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CONCLUSAO

Em Fisica € comum o uso da fun¢ao delta de Dirac, especialmente
na teoria quéntica, em procedimentos ndo-rigorosos (heuristicos). No
entanto, é possivel formalizar tais desenvolvimentos, introduzindo a
distribuicao delta de Dirac. Observamos que hé outras distribuigoes,
que podem ser usadas em procedimentos da Fisica Teorica, como as
derivadas de delta, ou os valores principais e partes finitas.

RESUMO

Nesta aula foram apresentados os rudimentos da teoria das distri-
buicoes, e discutidos os espacos distribucionais D’ e S’, das distribui-
coes de suporte limitado e das distribuigoes temperadas. Mostramos
que derivadas de fun¢oes que nao sao continuas, e mesmo certas equa-
coes diferenciais, podem levar a distribuicoes como a funcao delta.

PROXIMA AULA

Serao desenvolvidos conceitos béasicos de probabilidade e estatis-
tica, e seu uso serd exemplificado com aplicacoes em Fisica.
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