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Elementos de Teoria das
Probabilidades

META

Introduzir conceitos basicos de teoria de probabilidades e estatistica, discutindo

algumas distribuicGes estatisticas que regem grande classe de fenémenos fisicos.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de: calcular probabilidades relacionadas a
eventos aleatoérios, fazendo uso das distribuicdes binomial, ou de poisson, ou normal.

PRE-REQUISITOS

Nenhum.

165



( 166

Métodos de Fisica Teodrica |

INTRODUCAO

Em varios ramos da Fisica Tedrica, por vezes precisamos tomar
procedimentos de médias estatisticas, ou executar calculos de proba-
bilidades. Nesta aula, revisaremos conceitos bésicos de probabilidades,
introduziremos os conceitos de variavel estocastica e espago amostral,
e teremos um primeiro contato com as distribuicoes estatisticas bino-
mial, Gaussiana e de Poisson.
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Um dos primeiros topicos apresentados ao estudante de Fisica é
a segunda lei de Newton. Resolvida a equacao a ela correspondente,
consegue-se prever qual serd o movimento do corpo, determina-se a
forma de sua trajetoria.

Mas agora, imagine um volume ndo muito grande de um géas, diga-
mos um litro, dentro de um recipiente fechado. Tal gas é constituido
por pequenas particulas: moléculas, ou entao atomos isolados. Ha
muitas delas, talvez algo da ordem de 10?3 particulas (essa é a or-
dem de grandeza do nimero de Avogadro, que corresponde a um mol
do referido gas). Evidentemente, ndo devemos ter muita esperancga
quanto a resolver as equacdes de movimento para cada uma das 10?3
particulas, calcular suas trajetérias, etc. Mesmo sem efetuar tais cal-
culos exatos, é possivel extrair informagoes importantes a respeito do
comportamento do gas, por exemplo poderiamos concluir que o gés
obedece & equacao dos gases ideais,

pV =nRT.

Ha um procedimento teérico, consistindo em calcular médias es-
tatisticas, que permite relacionar grandezas como a temperatura 7T,
que fundamentalmente é a energia cinética média das particulas do
gas, com o volume V ocupado pelo gas, com a pressao (forga média
exercida pelo gas sobre uma unidade de area do recipiente) e o nu-
mero total de particulas do gas. Este é o ambito da Fisica Estatistica,
através da qual consegue-se deduzir leis da Termodinamica.

Como um segundo exemplo de aplicagao de idéias de probabilida-
des e estatistica em Fisica, relembramos a revolucgao cientifica ocorrida
na virada do século XIX ao XX. De forma muito resumida, podemos
dizer que foi descoberto que particulas do mundo microscopico, tais
como os elétrons, nao se comportam como particulas, as leis de Newton
nao valem para elas. Constatou-se que tais "particulas" comportam-
se mais como ondas, e por exemplo o elétron no 4&tomo do hidrogénio
estaria "espalhado" no atomo todo (ja que teria o comportamento de
onda). O méaximo que poderiamos encontrar com relagao a posigao do
elétron seriam probabilidades de que estivesse numa posicao ou outra.
Aliés, os orbitais 1s, 2s, 2p, etc. estudados em Quimica sdao as regioes
do 4tomo onde a probabilidade de encontrar o elétron seria méxima.
E claro: o elétron poderia ndo estar exatamente naquela superficie do
orbital!
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No dominio microscopico, portanto, a Fisica é descrita pela Meca-
nica Quéntica, os métodos nela empregados sdo probabilisticos, e na
maior parte do tempo, o que conseguimos calcular sao médias estatis-
ticas.

10.1 Permutacoes, Arranjos e Combinagoes

Revisaremos, nesta secao, os conceitos de permutacao, arranjo e
combinag¢ao, normalmente introduzidos no ensino médio.

10.1.1 Permutacoes

Suponha que tenha sido dado um certo conjunto de elementos.
Como exemplo, vamos considerar o conjunto das trés primeiras letras
do alfabeto, {a,b,c}. A questdo que se coloca é saber qual o nimero
das formas distintas possiveis de se exibir ou ordenar os elementos
desse conjunto, ou seja, qual o niimero de permutacoes, que indica-
remos P. No caso do conjunto do exemplo, podemos enumerar as
seguintes possibilidades:

abe, acb, bac, bea, cab, cba ,

e P=6.

Vamos obter agora uma féormula geral do niimero de permutagoes
para um conjunto com N elementos. Num primeiro momento, por
simplicidade, suporemos que os elementos sao todos distintos. O caso
de conjuntos com elementos repetidos, trataremos mais adiante.

A contagem do nimero de permutagoes possiveis é efetuada con-
siderando todas as possibilidades de preenchimento de um quadro hi-
potético, inicialmente vazio, com N posicoes onde seriam colocados os
N elementos do conjunto:

[ O B I
Posicao 1 2 3 N

Como ha N elementos do conjunto, ha N possibilidades de preen-
cher a primeira posi¢ao do quadro. Para preencher a segunda posigao,
ha (N — 1) elementos possiveis (ja que um foi retirado para preencher
a primeira posi¢ao). Para preencher a terceira posi¢ao ha (N — 2)
possibilidades, e assim por diante, diminuindo (de um em um) até a
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ultima posicao do quadro, para a qual restarda um tnico elemento do 1 O

conjunto. Note que tais niimeros de possibilidades para cada posicao
se multiplicam para obter o ntimero total de possibilidades:

Py=N(N-1)(N-2)...1
e esse produto é chamado "N fatorial" ou fatorial de IV,
Py = N!
Em particular, para o conjunto das trés letras,
P;=31=321=6

conferindo com o que haviamos achado antes.

10.1.2 Arranjos

Agora vamos colocar um outro problema. Temos um conjunto,
digamos com trés elementos {a,b,c}, e queremos saber de quantas
formas podemos arranjar os trés elementos em conjuntos de dois
elementos. Diz-se: nimero de arranjos possiveis de trés elementos,
dois a dois. Isto também nao é dificil de descobrir, com um conjunto
pequeno assim:

ab, ac, ba, be, ca, cb.

Vamos achar uma férmula geral para o nimero de arranjos de
N elementos (que, num primeiro momento, vamos supor que sejam
todos diferentes) M a M, niimero esse que denotaremosAY . Usaremos
a mesma idéia do quadro para as permutacoes, com a diferenca que
agora ha N elementos e apenas M < N posicoes:

0 I O I
Posicao 1 2 3 M

De novo, na primeira posicao h4 N possibilidades, na segunda
posi¢do (N — 1) possibilidades, etc. Para a M-ésima posigdo ha (N —

M + 1) elementos do conjunto ainda disponiveis, e assim,

AY=N(N-1)(N-2)...(N-M+1).
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Isto pode ser escrito:

A = N(N—-1)...(N-M+1)

N
(N — M)

No exemplo do conjunto das trés letras, obteriamos:

3! 6 6
A= C = ==
3 -2)0 11 0

de acordo com o que haviamos encontrado.

10.1.3 Combinacoes

Vamos colocar ainda um terceiro problema, diferente também dos
dois anteriores desta aula. Dado um conjunto com trés elementos
distintos, digamos, {a,b, c}, desejamos saber quantos agrupamentos
diferentes de dois elementos podemos formar. Esses agrupamentos
serao considerados diferentes quando os elementos que os compoem
sejam distintos, independentemente da ordem em que aparecam nesses
agrupamentos. Queremos dizer: o agrupamento ab seria 0 mesmo que
o agrupamento ba (pois ambos tém os mesmos elementos a e b).

Entao, o nimero de combinagoes de trés elementos dois a dois é
trés:

ab, ac, be.

Vocé deve observar que excluimos, em relacao aos arranjos, exata-
mente ba, ca e cb. Ora, ab e ba sao as permutacoes de dois elementos
(assim como ac e ca, ou be e ¢b) de modo que tivemos que "corrigir"
o nimero de combinacoes dividindo pelo niimero de permutagoes de
dois elementos,

36
2 1.2

Genericamente, para um conjunto de N elementos distintos, com-
binados M a M (M < N), temos o niimero de combinagdes C¥ dado
por

(W:A%: N! |
N M (N = M) MY
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10.1.4 Conjuntos com Repeticoes

O exemplo anterior ja nos indicou a maneira de "corrigir" o niimero
de possibilidades quando se quer descontar algumas permutacgoes de
elementos.

Retomemos entao a questao do nimero de permutacoes de um
dado conjunto de elementos, quando hé elementos repetidos nesse con-
junto. Retomemos também o conjunto de trés elementos que vinha-
mos usando, mas com o tltimo elemento repetido, digamos ¢ = b.
O conjunto entdo fica {a,b,b}. As permutagbes possiveis, podemos
construi-las como antes, mas com b ocupando o lugar anteriormente
reservado a c,

Antes abc acb bac bca cab cba
Agora abb abb, bab bba bab, bba
—— —~ ~~

e vemos que ha trés agrupamentos que devem ser excluidos (iguais a
outros), na linha acima sdo os marcados com chaves. Assim, o nimero
de permutacbes daquele conjunto é trés. Tivemos que "corrigir" P; =
3! do conjunto {a,b, c} dividindo por 2 = 2! = P, (que é o numero de
permutagoes dos elementos repetidos).

Desse modo, havendo repeticoes de dado elemento, como no con-
junto:

{a, b, b,...,b ,c}
N—_——

R repeticoes
corrige-se o niimero de permutagoes assim:
Py
- Rl

No caso de haver outras repetigoes, cada uma delas implicara na
divisao pelo respectivo fatorial do niimero de elementos repetidos,

P

{a,a,...;a, b,b,....b, c}
R repeticoes S repeticoes

- RIS!T

Exemplo Calcule quantas "palavras" distintas podem ser cons-
truidas com as treze letras da palavra probabilidade.
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Ao elaborar as permutacoes dessas letras, devemos levar em conta
as repeticoes, de modo que palavras como "probabilidade" e "proba-
bilidade" (obtidas permutando apenas os dois b’s), que sdo iguais, ndo
sejam contadas duas vezes. O nimero de repeticoes de cada letra é:

pr oba i |l de
111222121
Assim, o numero de permutacoes sem repeticoes sera:

13!

P =55

= 389.188.800.

Este tipo de "correcao" para descontar permutacoes de elementos
repetidos também deve ser feita no célculo do niimero de arranjos A%
e combinagoes CA/ quando houver repetiges entre os N elementos.

Incidentalmente, os niimeros

CM:L: N
NN = M) MY M

sao chamados niimeros binomiais, porque aparecem como coeficientes
da expansao do bindémio de Newton,

(z+a)N = ZN: (Aj\;) M N M

M=0

Tais nimeros gozam de uma propriedade de simetria, facil de ser

mostrada,
NY\ N
M) \N-M)"

10.2 Probabilidades

Vamos introduzir alguns conceitos de probabilidades, fazendo uso
de exemplos concretos. Pense num daqueles dados usados em jogos.
Bem entendido: que seja um dado nao-viciado, quando lancado exiba
com iguais chances qualquer das seis faces, que consideraremos nume-
radas de 1 a 6. Essas seis possibilidades constituem o espago amostral.
Ja que a probabilidade de que o resultado do langamento (1,2,3,4,5
ou 6 na face de cima) é igual para cada uma das seis possibilidades -
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que chamaremos eventos - a probabilidade associada a cada um dos

eventos 1 — 6 é:
1
P=-
6
e os eventos serao ditos equiprovaveis.
Esta escolha foi feita de modo que a probabilidade total, ou seja,
a probabilidade de que num langamento obtenhamos 1 ou 2 ou 3 ou 4
ou 5 ou 6 seja um,

P 1 1 1 1 1 1
total—6+6+6+6+6+6—1
ou, em outros termos, a probabilidade total & de 100%.

Na expressao acima, somamos as probabilidades de cada um dos
seis eventos. E bom chamar sua atencio de que esses eventos sio
mutuamente excludentes, isto é, cada lancamento implica numa tnica
face voltada para cima (um tnico niimero sai como resultado desse
langamento).

Em termos gerais, se A e B sao eventos mutuamente excludentes,
indica-se

ANB=10

(leia-se: "a intersec¢do de A e B é vazia"). Nesse caso, a probabilidade
de que ocorra A ou B é:

P(AUB) = P(A) + P(B)

(AN B =10).

Alias, quando consideramos os eventos {1,2,3,4,5,6}, que eram
excludentes, a soma das probabilidades relativas a cada um desses
eventos era um. Nessa situagao, diz-se que aquele conjunto de eventos
constitui uma particao do espaco amostral.

Agora, vamos considerar uma outra situacao. Queremos calcular a
probabilidade de que num lancamento com dois dadinhos, se consiga
as faces "1" para cima no primeiro dado e "3" no segundo. Ora, vocé
j& sabe que a probabilidade de que o lancamento de um dado forneca
"1" é 1/6, e o mesmo para o resultado "3". Considerando, de novo,
dados nao-viciados com iguais probabilidades de ocorrer qualquer face,
podemos calcular a probabilidade considerando todas as possibilidades
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para o conjunto dos dois dados:

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6
2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2.6
3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6
4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4.6
51 5,2 53 54 55 5,6
6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6

portanto ha 36 possibilidades, e assim,

P=L
36

Isso pode ser calculado também (mais facilmente!) como o produto
das probabilidades para cada dado,

71 D 2M) 1
P=P(U)P('8) =22 = ==

| =

E bom chamar a atencio de que os lancamentos dos dois dados sdo
independentes, dai valer esse resultado.

Como um outro exemplo, suponha que vocé foi até uma lotérica
jogar na Mega-Sena, e escolheu seis niimeros em seu volante. Qual a
probabilidade de que seus nimeros sejam sorteados e vocé ganhe al-
guns milhoes de reais? Vamos calcular, talvez eu consiga lhe convencer
de que esté desperdicando seu dinheiro! Sao sorteados seis nimeros
de 00 a 59 (sendo o 00 equivalente ao 60). Assim, para cada um desses
nimeros a probabilidade de seu acerto é:

1
Plz—.
60

Como sdo seis nameros (obtidos em sorteios independentes), as
probabilidades se multiplicam (observe que os niimeros sorteados nao
poderao ser sorteados novamente, nao pode haver repeticao dos ni-
meros). Num primeiro sorteio temos 60 possibilidades, num segundo
sorteio, 59 possibilidades, etc. até o sexto, com 55 possibilidades, e ao
todo teremos:

60 x 59 x 58 X 57 x 56 x 55 = 36.045.970.000 .
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Temos ainda que corrigir esse ntimero, uma vez que, definido o con-
junto dos seis nimeros nao-repetidos, ainda hé 6! formas de arrumé-
los, o que deve ser descontado desse niimero total de possibilidades,

6! 1
36.045.970.000  50.063.860 °

Assim, sua chance de ganhar (jogando seis nimeros) é de uma em
cinquenta milhoes, sessenta e trés mil, oitocentos e sessenta!

Conclusao: desista. Pense assim: se eu nao jogar, ganho um
pouquinho, duas

vezes por semana, com probabilidade 100%!

Nestes problemas de probabilidades, é preciso ter muita atencao
ao que o problema pede para calcular. Vamos voltar ao problema dos
dois dados. A questao agora é: qual a probabilidade de que, num
lancamento de dois dados, tenhamos niimeros pares nos dois dados,
ou nimeros superiores a trés nos dois dados?

Vamos chamar a primeira parte da pergunta (os niimeros devem ser
pares) de evento A. Note bem, antes chamamos de espa¢o amostral
o conjunto de eventos E = {1,2,3,4,5,6}. Mas chamaremos, mais
geralmente, qualquer subconjunto de E de evento. Qual é a proba-
bilidade associada ao evento A? Para cada dadinho, os valores pares
sao 2,4,6 de modo que a probabilidade é meio, e a probabilidade para
que tenhamos ntimeros pares para os dois dados é:

11 1
4722 4

Ja para o evento B (nimeros maiores que trés), a probabilidade

do langcamento de um dado fornecer 4,5 ou 6 é meio, e

Ptotal -

11 1
Pg=—--=-.
P29
Pode parecer, entao, que
1 1 1
P=Py+Pg=-+-=—.
ATEE= 31773

Mas este problema apresenta uma complicacao a mais: a intersec-
¢ao entre os eventos A e B nao é vazia. De fato, ha situacdes em que
o sorteio dos dois dados, além de levar a nimeros pares, implica em
nimeros maiores que trés! Sao os seguintes:

4,4, 4,6; 6,4;; 6,6.
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Se A e B nao sao disjuntos, usamos a seguinte receita para calcular
a probabilidade total:

P(AuB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
1 1 4 7

474 3 18"

Trataremos agora de outro problema. Considere um daqueles glo-
bos usados para sortear niimeros nas loterias. Suponha que ele contém
dez bolas numeradas de zero a nove. Qual a probabilidade de que num
primeiro sorteio, se tire um nimero par e, num segundo sorteio subse-
quente (sem devolver a primeira bola sorteada) tire-se uma bola com
nimero impar?

O evento A consiste em tirar uma bola com nimero par (0, 2,4, 6, 8)
dentre dez possibilidades, e assim Py = 1/2. Ja Pg # 1/2 devido ao
fato de nao termos devolvido a primeira bola ao globo apés o primeiro
sorteio. Se a primeira bola for par, entdo Pg = 5/9, e a probabilidade
pedida é:

15 )
29 18"

Esta probabilidade é o que chamamos de probabilidade condicional
P(B|A), a probabilidade de que um evento B ocorra, desde que A
ocorra (antes). A probabilidade de que ocorram A e B (nessa ordem)

é dada pelo produto

P(A,B) = P(A) P(BJA)
e a probabilidade condicional é dada por:

P(B|A) = %.

10.3 Variaveis Estocasticas

Uma varidvel estocastica ou variavel aleatoria, especialmente do
ponto de vista do fisico, ¢ uma quantidade numérica cujo valor é de-
terminado pelo resultado de algum experimento ou medida. O termo
aleatorio ou estocastico significa que nao podemos saber com certeza
o valor daquela varidvel, nao ha como prevé-lo teoricamente de modo
inequivoco.
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Suponha que num experimento de laboratorio de Fisica Bésica, de-
sejamos calcular a aceleragao da gravidade g, através de um péndulo
simples. O célculo de g passa, naturalmente, pela medida do compri-
mento do fio, e do periodo de uma oscilacao completa. Na verdade,
do ponto de vista experimental é bem melhor efetuar varias medidas,
o que pode reduzir o erro. Uma medida do comprimento do fio, feita
digamos com uma régua comum, cuja menor divisao é o milimetro,
tem uma incerteza (erro experimental) igual 4 metade da menor divi-
sdo (neste exemplo, 0,5 mm). Haver4, igualmente, um erro na medida
do tempo (o que depende do cronémetro usado). Inclusive, se vocé
fez um experimento semelhante em Laboratoério de Fisica A, deve ter
calculado a propagacao dos erros, para chegar em um resultado do
tipo:

g=(10,1£0,5) m/s*

que exibe o erro experimental (0,5m/s®) para a aceleracio da gravi-
dade.

Uma variavel estocastica pode ser discreta, como no exemplo do
lancamento de um dado, em que os resultados numeéricos possiveis
sdo enumeraveis, {1,2,3,4,5,6}. Ja a variavel estocastica continua
assume valores numéricos que estao dentro de um intervalo da reta
real, por exemplo = € [a, b], como é comum na medida de grandezas
fisicas num laboratorio.

Digamos que uma varidvel aleatéria X possa assumir apenas alguns
valores discretos, 1, xs, ..., x,, com probabilidades respectivas p1,
D2y -y Pn, Sendo

p1+p2+...+pn=Zpi:1.
=1

Definimos, para essa varidvel estocastica discreta, a fungao den-
sidade de probabilidade P(x) a ela associada,

P(z) = Zpié(a: — ;)

e a fungao distribui¢do F'(x),

F(:E):/x P(x’)da:’:ZpiH(x—:Ei),
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onde H(x — x;) é a fungdo degrau de Heaviside, introduzida anterior-
mente. Pela nossa préatica anterior com as distribuicbes H e §, vocé
deve notar que a densidade de probabilidade é a derivada da funcao
distribuicao.

Para variaveis continuas, introduz-se de modo anélogo a densidade
de probabilidade P(z), e a funcdo distribuicao F(z),

x
F(x) :/ P(x')da".
— o0

No6s estamos supondo que a variavel aleatéria continua X assuma
valores em toda a reta real (—oo,+00) mas, é claro, esta ultima ex-
pressao pode ser adaptada facilmente se x estiver restrito a algum
intervalo [a, b] C R, alterando os limites de integragao.

Independentemente de ser a variavel discreta ou continua, defini-
mos os momentos da variavel X, através de

(") = /_ " P i’

oo

(este é 0 n-ésimo momento).
Os primeiros momentos sao os mais importantes. Para n = 1,
tem-se o valor médio de X (também chamado de valor esperado),

(x) = /_+OO ' P(x')da’.

[e.e]

Exemplo No caso de uma variavel discreta, o valor médio é escrito:

n

+o0
(x) = / x Zpi o(z" — x;) da’
o o

n
= E Di X
i=1

0 que consiste em uma média ponderada (onde os "pesos" sdo as pro-
babilidades p; de cada evento). No caso particular do langamento de
um dado, onde o resultado ¢ um nimero inteiro (entre 1 e 6),
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Note que o valor esperado nao precisa ser um dos valores x; que a 1 O

variavel aleatoria pode assumir!
Para n = 2 tem-se o momento de inércia,

(22) = /_ e Py

oo

Sao bastante uteis os seguintes conceitos, que se relacionam a (x?).
Em primeiro lugar, a variancia,

“+oo
((w = (2))") = / (2" — (2))* P(2') da’ = (2*) — (x)?
que da uma informacao de quanto os valores z; se afastam da média

().

Ha também o desvio padrao da média,

o, =/ {(x?) — (z)?.

A fungdo caracteristica (¢***) é definida por:

—+o0
<eikx> :/ ez‘km’ P([L’,) de’,

oo

e é, como veremos em Métodos de Fisica Teorica II, a transformada
de Fourier da densidade de probabilidade P(z).

E comum encontrarmos situacoes em Fisica, em que estejam pre-
sentes mais de uma variavel aleatoria (a0 mesmo tempo). Num caso
geral com duas variaveis, X e Y, sao colocados os mesmos conceitos
discutidos de densidade de probabilidade, P(z,y), momentos como os
valores médios de X e Y,

() = / /_ P ) dildy

o0

(y) = / /_ +my’P(x’,y’)dx’dy’.

o0

Também se definem, de modo similar, as variancias,
“+o00
(o — (2))) = / / (& — ()2 P, ) da'dy
+oo
(=) = [ 0= w2y
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e desvios-padrao,

2 2
o =\/(2?) — ()", oy =1\/(¥*) —(y)".
Um conceito adicional importante é o de correlacao,

(e —(2) (y—{y))

Oz Oy

Corr(z,y) =

Esta func¢ao mede o grau de ligagao entre as variaveis X e Y. Em
particular, se elas forem independentes, a correlagao é nula.

Veremos a seguir trés importantes fungoes distribuicoes de proba-
bilidades.

10.4 A Distribuicao Binomial

Esta distribuicao encontra aplicacao quando a variavel aleatoria
pode assumir dois valores apenas, ou quando o problema que se coloca
tem duas respostas cabiveis. Um exemplo é o lancamento de moedas
(que fornece os valores "cara" ou "coroa").

Trabalhamos bastante, até agora, com o problema do lancamento
do dado. Vamos ver que, muito embora ele forneca seis resultados,
podemos ataca-lo via distribui¢ao binomial para responder a seguinte
questao: qual a probabilidade de, em trés lancamentos do dado, tirar-
mos duas vezes o valor maximo 6”7 No outro lan¢camento, pode-se
ter qualquer outro resultado. Como ja discutimos antes, a probabili-
dade de tirar ”6” & 1/6, e a probabilidade de tirar qualquer outra face
¢ 5/6 (a soma das probabilidades do valor "1", ..., "5").

A resposta aquela pergunta estd contida na expansao do binémio
de Newton:

P+~ = ZN: e o
2 MI(N — M)!

epara N =3,p=1/6, ¢ =5/6,

1=(1 ) - i( )(1)M<%)M)
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e a probabilidade desejada é dada pelo segundo termo, 1 O
1\ (5
P=31-= - .

Como vocé poderia responder rapidamente, a probabilidade de ti-
rar 76" nos trés lancamentos seria (1/6)3; esta € a previsao do primeiro
termo da expansao binomial.

Em termos gerais, se fazemos N medidas de uma variavel alea-
toria que pode assumir dois valores (digamos, 0" e ”1”), um com
probabilidade p e o outro com probabilidade ¢ (p + ¢ = 1), entdo a
probabilidade de fornecer o valor 70" M vezes (e, é claro, o valor ”1”
(N — M) vezes) é dada por

N _ N! _
P(M) = <M) M NM = mquN M

A figura 10.1 mostra o grafico da distribui¢ao binomial para N = 30,
em trés casos, p1 = 0,05, ps = 0,25, p3 = 0, 50, note que & medida em
que p aumenta, a distribui¢do vai se alargando. Observe que as linhas
ligando os pontos ajudam a observar o comportamento da densidade
de probabilidade, mas lembre-se que P(M) é discreta, e esta definida
apenas para valores inteiros de M.

Podemos calcular o valor médio de M (para N langamentos):

(M) ZA;N:%M (z\]j/) "N M

P(M)

Usaremos o seguinte truque. A expressao:

/N
N _ M N-M
P+ =) (M) pPq
M=1
vale para quaisquer p,q, mesmo quando sao independentes. Suponha
que este seja o caso. Derivando os dois lados em relagao a p, vem:

(N
N+t = Z(M) MpMtgh M
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Figura 10.1: A densidade de probabilidade P(M) associada a distri-
buigdo binomial, com N = 30, e valores de p de (i) 0,05 (triAngulos),
(ii) 0,2 (circunferéncias) e (iii) 0,5 (quadrados).

e, pondo p + ¢ = 1 segue que

Veja outros resultados que se pode obter:
(M?) = Np+ N(N — 1)p*
e a variancia é dada por
on® = (M?) — (M)* = Np(1 —p).

o € o desvio padrao. Como ja haviamos apontado antes, na figura
10.1 os picos ficam mais largos para valores maiores de p.
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10.5 A Distribuicao de Poisson 1 O

O decaimento radioativo é uma lei importante da Fisica Nuclear.
Nucleos de elementos muito pesados, como o uranio e torio tém certa
instabilidade, devido ao elevado niimero de protons confinados numa
regiao muito pequena. Protons sao cargas positivas, e portanto re-
pelem uns aos outros. Para atingir maior estabilidade, sao emiti-
das particulas alfa (que consistem em dois prétons e dois néutrons -
igual ao niicleo do hélio), o que baixa o nimero de prétons no niicleo.
Esse é o chamado decaimento alfa, as particulas emitidas constituem
a radiacao alfa. No inicio do curso de Métodos de Fisica Tedrica II,
veremos que o numero de dtomos N(t) de dada amostra que podem
sofrer decaimento alfa (mas que ainda ndo decairam) é dada por

N(t) = NQ 6_)\t

onde N, é o niimero inicial de 4&tomos, e A é a constante de decaimento.
De acordo com essa lei do decaimento, os 4&tomos vao sofrendo decai-
mento, no inicio mais rapidamente, N(¢) decresce mais rapidamente,
mas & medida em que o tempo passa esse decréscimo fica mais lento.
Teoricamente, depois de um tempo infinito, N = 0, todos os niicleos
decairam.

A questdao que colocamos aqui é: qual a probabilidade de que,
durante um tempo ¢, um ntmero /N de ntcleos sofra o decaimento
alfa?

A resposta é dada pela seguinte expressao:

onde a variavel aleatéria X assume os valores n =0,1,2,...
Lembrando da série de McLaurin para a fun¢do exponencial,

oo
=
n=0

n

| 8

‘ Y

3
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pode-se calcular o valor esperado de X,

o n - B 0 A"
() = ;nﬁe’\:e’\;nn—!
B o A1 . © A"
— AeA;m:)\e’\;m:)\

09t -
08 | -
07 | -
ne _
o 05

04+ i
03l | 1
02 | P ]

0.1} A ]

Figura 10.2: A densidade de probabilidade P(M) associada a distri-
bui¢do de Poisson, com N = 30, e valores de A de (i) 0,1 (circulos
cheios) e (ii) 0,5 (tridngulos cheios). As linhas apenas ligam os pontos
e ajudam a visualizar o comportamento do tipo exponencial decres-
cente, que tende muito rapidamente a zero.
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A distribuicao de Poisson pode ser vista como o limite da distri-
bui¢ao binomial para N — oo e p — 0 mas de modo que o produto
fique constante,

Np = X\ = constante finita .

Empregando a férmula de Stirling (que veremos em Métodos de
Fisica Teorica II),

A\ N
N! ~ /2 N<—) quando N — o0,
e

achamos:
N NN+1/2 oeN—M
(N —M) eV (N -— ]\4)]\7—1‘/”1/2
N\ M N N—M
- (7) (+w)
N\ M M N—M
(5) (+vw)
~ E Y eM — M
- e
ja que

im (14-2) =
Kl—r>noo ( + ?) -

Aplicando a aproximacao de Stirling na densidade de probabilidade
associada a distribuicao binomial, para N muito grande, e com Np =

)\:<l'>,q:1—p,

N M N-M L M1 __ \N—-M
NM 7y M A\ N—-M
M(ﬁ) (“N)
M N M
)\— 1—i :)\—6_’\
M) N M)

que é a distribuigao de Poisson P(M).

12
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10.6 A Distribuicao Gaussiana

A distribuicdo Gaussiana ou distribui¢ao normal pode ser obtida,
também, por um processo de limite tomado sobre a distribuicao bino-
mial, definindo uma nova variével

r — (x)

z =
Oz

e com (z) = Np, 0, = \/(x?) — (2)? (valor esperado e desvio padrao
da distribui¢do binomial). Tomando-se o limite N — oo mostra-se
(omitiremos esse calculo) que

P(M) — P(z) = e/

ou, em termos de (z) e o,

1 _ (a=(x)?
g [ 20’12
\V2mo,

Esta é uma distribuicao continua, e de grande aplicabilidade em
Fisica Experimental. Geralmente, o processo de medida de dada gran-
deza fisica, no laboratorio, leva a um conjunto de dados que esta de
acordo com a distribuicao normal. Outro exemplo é dado pelas velo-
cidades das particulas (moléculas ou a4tomos) de um gas contido num
recipiente com volume, temperatura e pressao fixos. Tais velocidades,
por um lado, sao aleatérias, mas para dada temperatura elas obedecem
a uma distribui¢do Gaussiana (tanto melhor quanto mais particulas
tivermos. Como ja falamos no inicio da aula, digamos que o ntimero
de particulas é da ordem N ~ 10%).

O célculo de momentos,

P(z)

+oo n

o (2?2002 g,

sera adiado, ja que existe uma técnica (usando a funcdo gama, a ser
vista em Métodos de Fisica Teorica II) que torna muito simples o
calculo de integrais desse tipo.

Incluimos na figura 10.3 um grafico de distribui¢oes normais com
o, assumindo os valores 1 e 3, para mostrar que a funcao em forma
de sino vai se alargando & medida em que o, aumenta.
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Figura 10.3: A densidade de probabilidade P(z) associada a distribui-
¢do Gaussiana, com (i) (z) = 2 e 0, = 3 (linha cheia); (ii) (z) =4 e
0, = 1 (linha interrompida).

A distribui¢do normal, na verdade, é tao universalmente obede-
cida, que incluimos o teorema a seguir, que mostra essa generalidade.
Isto é particularmente importante no tocante a medidas de grandezas
fisicas no laboratoério, que se ajustam a um comportamento Gaussi-
ano. Apresentamos aqui uma versao simplificada do teorema, e sem a
demonstragao, que caberia melhor apés um estudo de transformadas
de Fourier (a ser visto em Métodos de Fisica Teorica II).

Teorema do Limite Central Considere uma variavel aleato-
ria z, associada a uma distribui¢do de probabilidade dada P(x) com
valor esperado (z) e desvio padrdo o,. Esta densidade de probabili-
dade P(x) ndo precisa ser uma Gaussiana. Faz-se N medidas indepen-
dentes da varidvel x, encontrando valores xq, x9, ..., xy. Define-se
uma nova variavel, que é o desvio dessas medidas com relagao a média
das medidas,

y=Y " ;Vm .

=1

Entao, na medida em que o nimero N de medidas seja muito
grande (N — o0), a densidade de probabilidade associada & y tende
a uma Gaussiana (independentemente de P(z) ser uma distribuicao

Aula
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Gaussiana ou nao):

2
_ Y
€ 2(oz=/N) .

P(y) —

2mo,

Ou seja, mesmo que a variavel estocéstica x nao obedeca a dis-
tribuicao de probabilidades Gaussiana, um nimero muito grande de
medidas de x corresponderda a uma distribuicao Gaussiana, centrada
em (z) e com desvio padrio o, = 0, /v N.

ATIVIDADES

1. Considere o langamento simultaneo de dois dados (ndo-viciados).
Qual a probabilidade de que a soma dos niimeros das faces de
cima dé cinco?

2. Cinco moedas sao lancadas para cima. Calcule a probabilidade
de obter pelo menos trés caras como resultado.

3. Numa sala com cinquenta estudantes, faz-se um experimento
para calcular a aceleragao da gravidade com o auxilio de um
plano inclinado. Uma das medidas de comprimento necessarias
nesse célculo, foi realizada cinco vezes por cada estudante, de
modo a obter melhores resultados. Qual distribuicao estatistica
descreve melhor essas medidas de comprimento?

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Para resolver a primeira questao, vocé deve perceber que hé
algumas possibilidades diferentes (quantas?) que levam &
soma cinco. Por exemplo, o primeiro dado pode fornecer "2"
e o segundo, "3". Vocé deve somar as probabilidades de cada
uma dessas possibilidades. Cuidado com a segunda questao;
quando se coloca "pelo menos trés", se quer dizer que podem
ser quatro ou mesmo cinco! De novo, vocé terd que somar
as probabilidades de cada caso. Qual distribuicao estatistica
deve ser usada neste problema? E a mesma para a terceira
questao?
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CONCLUSAO

Métodos probabilisticos e procedimentos estatisticos encontram
grande aplicacdo na Fisica Teérica. Além de revisar conceitos béa-
sicos dessas areas, vimos nesta aula como aplicar tais idéias a alguns
problemas de interesse.

RESUMO

Nesta aula estudamos métodos basicos de teoria de probabilidades
e estatistica, incluindo as distribui¢oes de probabilidade mais usadas
em Fisica, e os aplicamos a exemplos ilustrativos.
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