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Equacdes Diferenciais Ordinarias Aula

Equacoes Diferenciais
Ordinarias

METAS

Revisar métodos basicos de resolucdo de equacdes diferenciais ordinarias lineares,
especialmente as de primeira e segunda ordem. Aplicar tais métodos a equacdes
diferenciais que aparecem com frequéncia no tratamento de problemas de varias
areas da fisica tedrica, em particular daqueles levando a funcdes especiais que serdo
tratadas em aulas posteriores, como os polindmios de Legendre, as funcdes de Bessel
e Laguerre.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: resolver equacdes diferenciais
lineares de primeira ordem; resolver equacdes diferenciais lineares de segunda ordem
com coeficientes constantes; aplicar condicdes iniciais e outras condicdes de contorno
para especificar as solucdes desejadas; encontrar segunda solucdo de equacdes
diferenciais de segunda ordem; obter solucdes de equacdes diferenciais através do
método de Frobenius.

PRE-REQUISITO

Espacos lineares: independéncia linear.
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INTRODUCAO

Em Fisica Teérica, descrevemos os sistemas fisicos e prevemos seu
comportamento futuro através de modelos matematicos que, em sua
grande maioria, acabam levando a equacoes diferenciais ordinarias.
Nesta aula, revisamos os métodos mais usados na solucao de equacgoes
diferenciais lineares de primeira e segunda ordens.



Equacdes Diferenciais Ordinarias

1.1 Conceitos Preliminares

Uma equagao diferencial ordinaria possui termos envolvendo a fun-
¢do incognita, que chamaremos y(z), e suas derivadas, bem como cer-
tos coeficientes, que geralmente sdo também funcgoes da varidvel inde-
pendente . Pode haver um ou mais termos que ndao dependem de y
ou suas derivadas (estes serdo chamados de termos independentes). O
termo "ordinaria" se aplica quando temos apenas uma, variavel inde-
pendente, no caso, x.

Exemplos Vejamos alguns exemplos de equagoes diferenciais or-
dinarias.
(dy/dz)® + 3zy> = 9inx
y.y" +2x=-8
y+2y+1=0.

Aqui, usamos indistintamente varias notagoes para derivadas:

Z—i:y:y’:y(”.

Uma equacdo diferencial é linear quando o termo em y e os termos
dy/dx, d*y/dz?, ...sdo elevados & primeira poténcia, e ndo aparecem
"termos cruzados" como .73, etc. Ou seja, se substituirmos y por
ky na equacdo diferencial, sendo k& uma constante dada, poderemos
colocar esse k em evidéncia, exceto para o termo independente, que
nao envolve y. O importante é que esse k que foi colocado em evidéncia
esteja elevado & primeira poténcia.

Exemplos Vejamos alguns exemplos de equagdes diferenciais li-
neares.

(Inx)j+2°e™ Y +1=0
y+2y=-—1

rij+ax?y =senx.

Aula



10

Métodos de Fisica Teorica |

Chamamos de ordem de uma equagdo diferencial (linear ou ndo) o
grau da derivada de maior ordem que apareca na equacao diferencial.
A ordem das equacoes diferenciais exibidas nos exemplos acima sdo,
na ordem em que foram listadas: 1, 3, 2; 3, 1, 2.

Uma equagao diferencial com os) termo(s) independente(s) nulo(s)
é dita homogénea.

Exemplos Sio exemplos de equacdes diferenciais homogéneas:

2 ..
e y=-2y
J+20—2x+ 1)y =0
(cosx)y+ (senx)y =tgxry.

Uma equagdo diferencial homogénea linear que possua y como so-
lucdo, terd também ky como solucio (k & um escalar). Em particular,
y = 0 é sempre solucdo de qualquer equacao diferencial homogénenea.

Se a equacao ndo for homogénea, serd dita ndo-homogénea. Ela
terd ao menos um termo independente de y e suas derivadas.

Mas, dada uma equagao ndo-homogénea, constroi-se a equagao ho-
mogénea associada, pela eliminacao do termo independente.

Exemplos Eis alguns exemplos de equacdes diferenciais homogé-
neas associadas.

Eq. dif. ndo-homogénea Eq. dif. homogénea associada
3¢y — 2z —3) y+ 3z = F 32y — (20 —3)y =0
2lnxy—zin(xr—1)=0 2lnxy =0
2 +y+1=umy 2Y +y=uy

Uma equagao diferencial linear homogénea, com coeficientes cons-
tantes, tem a forma:

Qn y(n) + Qp—1 y(n_l) + ...+ a y/ +apy = 0 (].].)

onde os coeficientes ag, ai, ..., a, sdo escalares. A equacgdo acima
tem, evidentemente, ordem n.
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Ha teoremas de existéncia garantindo que equagoes do tipo (1.1)
possuem n solucoes linearmente independentes — abreviaremos, como
em Métodos de Fisica Teorica I, como 1.i. — mesmo que os coeficientes
sejam variaveis, ou seja ha n fungoes distintas y; (), y2(x), ..., yu(z)
que sao Li. e formam portanto uma base para o espaco das solucoes da
equagdo diferencial. A solucdo geral da equacgdo (1.1) pode ser escrita:

n

Y= Zci yi(x)

=1

onde ¢; sdo constantes arbitrarias, que podem ser fixadas, por exemplo,
por condicbes iniciais.

Além disso, se ygy for solugdo geral da equagdo (1.1), que é ho-
mogénea, e se yp for uma solugdo particular de

any™ + a1y 4t ary +agy =D (12)

entdo Yo = Yo + yp serd a solucdo geral de (1.2).

1.2 E q esiDifarenciais Lineares d e
Primeira Ord amm Coeficientes
Constantes

Uma equacdo diferencial linear com coeficientes constantes, de pri-
meira ordem, é da forma:

y+ay=">o.
A resolucdo de tal tipo de equacao passa pelas seguintes etapas.
(i) R esolucdo da equacdo homogénea assogiada
y+ay=0

de onde tiramos:
dy dy
doe Y

e, integrando,

11
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y=Ae ™,  A=e"Y = constante.
Achamos a solugdo geral para a equagdo homogénea associada:
axr

Yo = Ae”

(ii) Solucdo particular da equacio ndo-homogénea: solugdes particu-
lares podem ser determinadas através de uma série de tentativas (ou,
como chamamos informalmente, "chutes"). Neste caso, tentamos

yp = C' = constante ,

yp+ayp=b — aC=0b

de onde achamos C' = b/a (note bem, isto s6 vale se a # 0. Se a for
nulo, yp = bz é uma solucdo particular).

(iii) Solucdo geral da equagdo ndo-homogénea: serd dada por

—ax b
Yo =yeu +yp=Ae "+ —
se a # 0. No caso de a nulo,

Yyg=bx+ D

(D constante).

1.3 E q esiDifapgenciais Lineares d e
Segund Oxrd eamm Coeficientes
Constantes

Uma equagao diferencial de segunda ordem, linear, com coeficientes
constantes é da forma:

y+ay+by=c.

Sua solucdo também segue o mesmo procedimento delineado para
equacgoes de primeira ordem, dividido em trés fases.
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(i) R esolucao da equagao homogénea associada
y+ay+by=0.

Tentamos a solucao
y — 67'1}

onde r é um parametro a ser determinado. Tem-gse:

. rT . 2 rx
y=re , y=r-e-,

e (7‘2 + ar + b) =0
e como a exponencial ndo se anula para valores finitos de =,

r’4+ar+b=0,

fornecendo JE
a A
=——3 — A =a®—4b.
r 5 5 a
H4 trés possibilidades a serem consideradas.
(il) A>0

Neste caso, ha duas raizes distintas, r; e ry, dadas por:

a. VA
rn = ——+—
1 92 2 )
a VA
rg = —— ——
2 2
existindo duas solugoes L.i.,
67”11’ , 67”21’

em termos das quais qualquer solucao se escreve:

Yar = Crel 8780 4 0y 87,

(i2) A=0

Agora, r; = ry = —a/2, e pode-se mostrar (na verdade, veremos
isto um pouco adiante, ao tratar da segunda solugao de equagoes dife-
renciais de segunda ordem) que, além da solugdo €%, ha uma solugéo

13
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xe? e essas duas solugoes sao Li., de modo que a solucdao geral se
escreve na forma de uma combinagio linear destas duas,

yag =Cre 2 +Coxe 2.

(i3) A<O0
Teremos aqui duas solugoes complexas para 7,

7’1:—%+Z’\/4b—a2, 7“2:—%—2'\/4b—a2,

e assim
Yo = Cl e —5+ivdb—a?)x + 02 e(—%—i\/4b—a2)z )

Outra forma de expressar ygy €:
yom =€ % {Cl Vi e_imz} ;
usa-se entdo a férmula de FEuler
€™ = cosa +isena

para colocar a solugdo geral na forma:

You = e~ T {Cl [cos V4b — a2z + i sen \/m:t] +

1O, [cos VAb — a?x + isen <_mx>] }
= e_%{ cos V4b — a2z [Cy + Cy] +

N—_——
=B,=const
+sen V4b — a’x [iCy — iCs] }
——
=B,=const

= Bye 2 cosV4b— a?r + Bye™ 2 senvV4b — a2z .
Uma terceira maneira de representar ygy €:
Yo = e D1 sen (\/46 —a?x + D2> ,

que se consegue usando a expressao trigonomeétrica

sen (o + 3) = sen a cos 3 + cos asen 3
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e utilizando as novas constantes D e D,

e ] B
D1 = 312 + BQQ, thg = —1

By’

(i) Solugdo particular da equagdo ndo-homogénea
y+ay+by=c.

Se b nao for nulo, entdo uma solucdo particular na forma de cons-
tante pode ser encontrada,

c
?JPZE;
se b=0e a # 0, teremos
cr
Yyp = —;
a

e, finalmente, se a = b = 0, a solugdo particular seréd dada por

Cl’z

=y

(iii) A solugdo geral da equagdo ndo-homogénea é dada, como antes,
por
Ya = Yeu +Yp-

1.4 Segund Salucao para as Equ coms
Diferenciais Lineares d Segund a
Ord em

Suponha que conseguimos determinar, seja por '"chute", ou por
algum método (como Frobenius, que apresentaremos daqui a pouco),
uma solucdo da equagdo diferencial

4+ Px)y+Qz)y=0,

vamos chamar de y; (z) essa solu¢ao que ji conhecemos. Mas sabemos
que as equagoes diferenciais lineares de segunda ordem possuem duas

Aula
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solugbes li., portanto para escrever uma solugio geral (vocé sabe,
como uma combinacdo linear de duas solugdes 1.i.) precisamos de
uma segunda solugdo, y»(z), 1.i. com relagio & primeira. Este método
a seguir serve exatamente para isso, vamos descrevé-lo.

Chama-se Wronskiano de duas solugoes yi(x) € y»(x) o seguinte
determinante:

; }:ylyg—ylyg.

Nota-se que

W=yt —1pti=t (—P—Qu2) —y2 (=P — Q1) .

Usou-se, na tltima passagem, o fato de que ambas y;(z) e yo(2)
sao solucoes da equacao diferencial, portanto:

th+ P(z)yi + Q(x)y1 =0,

o+ P(x)yo + Q(x) y2 =0,

e dai tiramos os valores de 9 € ¥o.

Com isso,
W = (=P) (Y102 — y20n) = —PW
ou seja,
aw
i —PW
dWW = —Pdx
InW = —/Pdaz+C’

W = Ae [Pd,

Mas W pode ser escrito, alternativamente, na forma:

d (Yo
W =y?— (£
Y1 dr (yl)

(se vocé quiser se certificar que isso é verdade, desenvolva o lado direito
dessa igualdade!).
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Usando isso,

d:E Y1
i (2] —dez
dx \ 1
A —fP(ac )da’ g

%:/ e : $+B
Y1 [v1(2)]

A e—fP(z") dz’
x) =1y (x ——dx

o) =nto) [ S5

(tomamos B = 0, pois estamos querendo achar uma solugio adicional,
apenas).

1.5 Métod do eoBbenius

O método de Frobenius consiste em tentar uma solugiao para a
equagdo diferencial na forma de uma série de poténcias,

o0
— k+i
Y= E a; T,
i=0

com k e os coeficientes ag, aq, ... a serem determinados.
Vamos nos restringir a equagoes diferenciais lineares, de segunda
ordem, homogéneas e com coeficientes variaveis, do tipo:

Alz)j+ B(z)y+C(z)y =0,
que colocamos na forma
j+P)y+Qr)y=0.

E claro que se A(z) tiver um zero num ponto x = xg, possivelmente
P e @) tenham uma singularidade nesse ponto,

P(z),Q(zr) — 0.

Os pontos singulares (ou singularidades) podem ser classificados
em duas categorias,

17
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(i) Se P(z) e Q(x) divergirem no limite x — o, mas (x —xo) P(x) e
(x — x0)? Q(x) forem finitos nesse limite, entdo x( serd chamado
de ponto singular regular, ou singularidade regular, ou ainda
ponto singular ndo essencial;

(i) Se P(z), Q(x), (x — xo) P(x) e (x — x9)* Q(x) divergirem to-
dos quando x — x, entdo xy serd chamado de ponto singular
essencial, ou ponto singular nao regular.

Exemplo Na equacio diferencial de Bessel,
i+ g+ (2 —n?)y =0

que pode ser reescrita:

1
i+ -+ (1——=)y=0
gyt (l-—3)y

x = 0 é um ponto singular regular, os outros pontos sdo ordinarios
(isto é, ndo singulares).

A validade do método de Frobenius é garantida pela condicdo se-
guinte.

Teorema de Fuchs O método de Frobenius, aplicado a equacdes
diferenciais lineares de segunda ordem, tem sua validade garantida, ou
melhor, as expansOes em série ao redor de pontos ordinarios ou pontos
singulares regulares convergem.

Portanto, o método pode ndo funcionar nas proximidades de uma
singularidade essencial. Note bem: o teorema nao diz que o método
nao funciona ao redor de uma singularidade essencial!

No exemplo anterior, vimos que z = 0 é ponto singular regular
para a equacdo diferencial de Bessel, e os outros pontos (finitos) sdo
ordinarios, portanto podemos esperar que o método de Frobenius fun-
cione bem para essa equagdo diferencial.

No que segue, vamos exemplificar a aplicacdo do método de Fro-
benius, atacando algumas equacoes diferenciais selecionadas.
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Exemplo Vamos considerar, primeiramente, a equacio diferencial
de Bessel,

2ij+ry+ (2 —n?)y=0.
Tentaremos a solucdo em forma de série infinita,

[e.e]

y(z) = apz” + ay2*tt 4. = g a; o
i=0
onde ag, aq, ...sao numeros a serem determinados, e k é um inteiro, a

ser determinado também, podendo assumir inclusive valor negativo.
Derivamos a série acima para y(z), para obter

Y= Z(k‘ + ) a; 2T

=0
j=Y (k+i—1)(k+i)a;z""2.
=0

Aqui, usamos a propriedade d 2" /dx = n 2" L.
Substituimos, entdo, essas expressoes em série para §, y € y na
equacao diferencial de Bessel, o que resulta em:

2 Yok 41— 1) (k+d)a; "2 4 2 30 (ki) a2t 4
+(x2 _ n2) Z?ZO a; xk+i =0

ou, ainda,

2 gk +i— 1)k + i) a2 4w 300 (ki) @ R
22 S ai = Y a k= 0.

Inserindo os coeficientes 22 e = dentro das séries, tem-se

Sk i — 1)+ ) a2 2k + 1) gt
+ 3 aiat it — 2 S a R = 0. (13)

Neste ponto, precisamos retomar uma definicdo importante de al-
gebra linear, que ji estudamos na aula sobre espacos lineares (quarta
aula de Métodos de Fisica Teorica I). Trata-se do conceito de con-
junto linearmente independente (1.i.): um conjunto de fungées, como

Aula
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por exemplo {1,z,2% 23 ...} & 1li. se, para a combinagdo linear se-

guinte se anular,
Ao+ Az + Aga® + Agz® + ... =0
devemos ter necessariamente todos os coeficientes nulos,
A=A 1 =Ay=A3=...=0.

E bom lembrar também que qualquer subconjunto de um conjunto
Li. é também L.i..

Voltando & expressdao acima (1.3), onde aparecem quatro somaté-
rias, vemos que todas envolvem poténcias de x. Imagine que possamos
reagrupar esses termos, na forma de poténcias crescentes; a poténcia
mais baixa de z serd z*, pois o valor menor possivel para i (em todas
as somas) é zero, e assim temos algo como

Akxk + Ak+1$k+1 + Ak+2$k+2 +...= 0

e ja sabemos que, devido & independéncia linear das poténcias de x,
os coeficientes Ay, A1, ...serdo todos nulos.

Vamos observar, agora, mais atentamente um outro aspecto da
equagdo (1.3). Nas somatorias primeira, segunda, € quarta temos ter-
mos gerais envolvendo a poténcia 2%+ onde i = 0, 1,2, ..., portanto
temos poténcias como z¥, x*+1, 2#+2 etc. Mas, na terceira somatoria,
o termo geral é diferente, e a menor poténcia ali é z**2. Em outras
palavras: se quisermos descobrir o coeficiente A;, devemos descobrir
as contribuicoes que vem da primeira, segunda e quarta somatoérias,
0 mesmo para Ag,1. Mas para determinar Ay, o e seguintes, devemos
considerar as contribuicées de todas as quatro somas. E o que faremos
a seguir.

Perguntamos: qual a poténcia mais baixa de x presente na expres-
sao (1.3)7 Isto ja sabemos, &€ z*. A préxima pergunta é: quais os
termos de (1.3) que envolvem z*? Ou, se quiser, qual o coeficiente de
2* na expressdo (1.3), reagrupando a série em poténcias crescentes de
x? Vejamos, ha contribui¢es da primeira, segunda e quarta somato-

rias, sendo que a poténcia mais baixa é conseguida fazendo i = 0:
Ak :ao(k?+0>(k?+0— 1)+CLO(/{?+0) —TL2CL0 =0.

Observe que a terceira somatéria em (1.3) ndo contribuiu para esse
A, pois envolve poténcias a partir de zF+2.
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Podemos simplificar essa expressdo para Ayg,
Ap=ap(k* —n*) =0

e obtemos a primeira equacio indicial.
Uma segunda equagao indicial é obtida de modo semelhante, agora

para o coeficiente de ¥+,

A =a(k+1)(k+1-1)+a(k+1) —n*a; =0

ou
Ak—l—l = al[(k: + ].)2 - n2] =0.

Antes de prosseguir com os A5 e outros, vamos ver que condigoes
podemos tirar das duas equacoes indiciais. Da primeira, descobrimos

que k = +n ou k = —n. Suporemos, sempre, que ay # 0. Quando
analisamos a segunda equacdo indicial, vemos que nem k = +n ou
k = —n sado solugoes dela e, evidentemente, se escolhessemos k = n—1,

esse valor ndo é compativel com a primeira equacdo indicial. Portanto
escolhemos a; = 0. Em resumo, ha duas possibilidades: (i) ap # 0,
k=+n,a,=0,e (i) as#0, k=-n,a; =0.

Na verdade, ha mais duas possibilidades, muito particulares: as
duas equagoes indiciais estariam simultaneamente satisfeitas se
k = +n = +1/2, mas ndo levaremos em consideragdo isso aqui, porque
em fisica normalmente desejamos que n seja inteiro.

A seguir tentaremos descobrir quanto vale Ay, ;, com j > 2. Esses
seriam os coeficientes de 22 e poténcias superiores, e assim teremos
de considerar todas as quatro somatérias da expressdo (1.3).

Fazemos, apenas na terceira somatoria, a mudanca de indice
k+i1+2=k+j, ousea, i +2 = j, de modo que i = j — 2. Isto
terd o seguinte efeito sobre a terceira somatoéria:

o o
Z a; T2 = Z aj_2xk+j '
i=0 j=2

E, na primeira, segunda e quarta somatorias, fazemos a troca sim-
ples de indice ¢ = j. Ficamos com:

[e.e]

D (k4G =)k +5)a; "+ (k4 j) ;" +

j=2 j=2

o0 o0
+ g aj_o 2" —n? E a; 2" =0.
=2 =2

Aula
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Vocé pode estar se perguntando, por qué j estaria comecando de
2 na primeira, segunda e quarta somatoérias? O motivo é que os casos
de i =0 e =1 jaforam tratados, e levam a coeficientes A, e Ayq
que se anulam: sdo as duas equacoes indiciais que j& analisamos.

Mas, agora, as quatro somatoérias podem ser escritas de modo mais
econdmico,

Z{(k+] - 1)(k+]) a; + (k+j)aj+aj_2 —RQCLJ-};LJH‘]' =0

j=2

e, em vista da independéncia linear do conjunto {z*+2 z++3 g+ 1

os coeficientes sao nulos, o que fornece:
Ak+j = (k+j — 1)(]6'—'—]) Clj —+ (k"F])CLJ +aj_2 —nQaj =0.
Desta tltima equacdo, obtemos:

-1

———T. >2
(k+j)2_n2a]2 (]_ )

a; =
e esta é chamada de relacdo de recorréncia.
Note, nos dois casos possiveis (i) e (ii) ja referidos, que a; = 0.
Usemos entdo a relagdo de recorréncia para j = 3:

1

= -————— _ pu— 0
B ) 2 82
a1=0

e assim ag se anula porque a;, é nulo. Do mesmo modo, se calcular-
mos as, ele serd proporcional a as; mas ag = 0 logo a5 = 0 também.
Vocé ja deve ter percebido que, usando a relagdo de recorréncia varias
vezes (alias, dai vem o nome "recorréncia, vocé recorre a ela repe-
tidamente), acharemos que todos os coeficientes de indice impar se
anulam,

ap=a3=as5=...=0.

Para achar os coeficientes pares, devemos considerar separada-
mente os casos de k = £n.

(i) Caso ap # 0, k =+n, a; =0
Colocando j = 2 na rela¢do de recorréncia, vem:

—1 —1
Qg
)

T 2T 22
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com j = 4,
-1 -1 -1
T a2 T Tl 22 r2n)
(=1)?
12(4+2n) (2 + 2n)

ag -

Podemos prosseguir, achando as expressoes para j = 6,8, 10,.. .,
mas podemos tentar desde ji escrever o termo geral,

(-1 )
27 (2 —2) ... 2][(2j +2n) ... (2 + 2n)]

Q25 =
ou, como aprenderemos em aula posterior (ndo se preocupe se lhe

parecer estranho neste momento)

(—1)? (2n)! ag
(27)1 (27 + 2n)!!

Qo5 =

para j = 1,2, ... O fatorial duplo envolve a multiplicacdo de niimeros
que decrescem de duas unidades, por exemplo 6!! = 6.4.2 = 48.
Finalmente,

y(z) = Zazj$2j+n

i @n)lta i
g (2] ” (2 + 2n)!

= Ju(x)

e é exatamente essa a expressdo para a funcdo de Bessel de primeira
espécie, J,(x), que veremos com detalhes na sexta aula.

(ii) Caso ag # 0, k = —n, a; =0
De modo completamente similar, acha-se

(e}

y(x) = > aga

7=0

(—=1)7 (=2n)!" ag 2
H — i

pr (251 (25 — 2n)!

= J_,(2)

—n

Mg
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Exemplo Vamos ver agora a aplicacdo do método de Frobenius
a um caso em que nao vale o Teorema de Fuchs, e como veremos a
técnica ndo vai funcionar bem. A equacao diferencial a ser abordada

2

é:

I

g+ 59— 5¥=0,
e vemos que r = 0 é um ponto singular essencial. Se, de qualquer
forma, insistirmos em buscar a solucdo na forma de série de poténcias,
vamos chegar a equacao indicial:

k=0
e & relacdo de recorréncia
oo -y -a
7+1 ] + 1 J -
Entretanto, vemos dai que
aj+1 1
j

logo a série nao converge.

Exemplo Considere a equagio diferencial

. 6
jy——3y=0.

Tentamos, como sempre, a solugdo

obtemos a sua derivada segunda, substituimos na equacao diferencial,
para. obter:

S (k+i-1)(k+i)a;a" =63 a;aFT=0
i=0 1=0

Para a poténcia mais baixa de = (correspondendo a i = 0), obtemos
a equacdo indicial:
[k(k—1) —6]ag =0
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de onde se acha, se a9 # 0, k= -2 ou k = 3.
Para ¢ > 0, acha-se relactes como:

[(k+1)k—6}a1:0:>a1 =0,
[(k+2)(k+1)—6lag=0=ay =0,
e assim por diante, ou seja,
> -2
— k+i _ E_ ) QoZ
y(zr) = Z;aia: = apx" = { .
= a1=az=...=0

Surpreendentemente, encontramos neste exemplo, por Frobenius,
duas solucoes exatas e 1.i. da equacao diferencial.

ATIVIDADES

1. Classifique as equacoes diferenciais seguintes:
(1) () —22y=0
(i) 2*)j+ 2y + (22 —n?)y =0
(iii) z%y —2z(y — 1) =0

2. R vasalequacgao diferencial
S5y—2y=4.
3. Que solucao da equagao diferencial do problema anterior satisfaz
a condicdo inicial y(0) = 17
4. R vesad equacoes diferenciais:
() §—29+y=2

(i) §—y—6y=18
(iii) §j— 29+ 2y =0

5. Sabemos que a equagdo diferencial j — 67+ 9y = 0 tem a solucdo
y1(z) = €3*. Ache uma segunda solugdo, 1.i. em relagdo & ;.

6. R vasedbmpletamente a equacdo: xy + by = Sx3.

25
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7. Ache uma soluc¢éo particular das equacoes diferenciais:

(1) §—29+3y=222+1

(i) § — 129 — 3y =senx
(i) 29 — 4 + dy = 2%

8. Utilizando o método de Frobenius, ache uma solugdo da equacao
diferencial do oscilador harménico,

j+wly=0

(sugestdo: escolha k =1 e a; = 0. Através dos primeiros termos

da série, vocé consegue reconhecer que funcao é essa? R elembre
das expansoes em série de MacLaurin para as fun¢oes simples,

que podem ser encontradas na aula 07 de Métodos de Fisica
Tebrica I).

9. Ache uma solucgao, por expansao em série de poténcias, da equa-
cao diferencial de Legendre,

(1—a®)j—2zy+Ll+1)y=0.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

R espostas de problemas:
(2) yg = —2 + Aet2/5.

(3) y = —2+ 3e2/5,

(4) () yo=2+c1e” +cyae;

(i) yo = =3+ c1e % + ey e
(ili) yo = you = €*[c1 ™ +cre™™].
(5) y = xe®.

No problema 7, item (i), experimente "chutar" uma solucdo
do tipo yp = Ax? + Bx + C, substitua na equagao diferen-
cial e, comparando os coeficientes dos lados esquerdo e di-
reito de 1, x e de 2%, ache A, B,C. No item (ii) tente usar
y = Asenz + B cosz. Em (iii) use y = A 3.
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No problema 8, siga a sugestdo de valores de k e a;, obtenha os
trés primeiros termos da série. Vocé consegue reconhecer que
funcdo é essa? R elerdhsexpansoes em série de MacLaurin
para as fun¢oes simples, que podem ser encontradas na aula
07 ou 03 do Curso de Métodos de Fisica Teoérica 1.

O problema 9 tem como solugoes os polindémios de Legendre,
que vocé pode encontrar no material impresso da aula 05.
Confira a solugao do outros problemas com seus colegas!

CONCLUSAO

Vimos nesta aula técnicas de resolucao de equacgoes diferenciais de
primeira e segunda ordem. Ocorre que sdo exatamente estes dois tipos
de equagoes diferenciais os que mais aparecem nos modelos tebricos
das varias areas da fisica, em particular na mecanica Newtoniana, onde
a propria segunda lei de Newton é uma equacao diferencial de segunda
ordem.

RESUMO

Nesta aula vocé tomou contato com técnicas bésicas de resolucao
de equacoes diferenciais ordinarias de primeira e segunda ordens.

PROXIMA AULA

Na proxima aula serd apresentada a teoria de Sturm-Liouville, que
se aplica aquelas equacgoes diferenciais de segunda ordem que estdo
associadas a operadores diferenciais autoadjuntos.
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