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por exemplo {1,z,2% 23 ...} & 1li. se, para a combinagdo linear se-

guinte se anular,
Ao+ Az + Aga® + Agz® + ... =0
devemos ter necessariamente todos os coeficientes nulos,
A=A 1 =Ay=A3=...=0.

E bom lembrar também que qualquer subconjunto de um conjunto
Li. é também L.i..

Voltando & expressdao acima (1.3), onde aparecem quatro somaté-
rias, vemos que todas envolvem poténcias de x. Imagine que possamos
reagrupar esses termos, na forma de poténcias crescentes; a poténcia
mais baixa de z serd z*, pois o valor menor possivel para i (em todas
as somas) é zero, e assim temos algo como

Akxk + Ak+1$k+1 + Ak+2$k+2 +...= 0

e ja sabemos que, devido & independéncia linear das poténcias de x,
os coeficientes Ay, A1, ...serdo todos nulos.

Vamos observar, agora, mais atentamente um outro aspecto da
equagdo (1.3). Nas somatorias primeira, segunda, € quarta temos ter-
mos gerais envolvendo a poténcia 2%+ onde i = 0, 1,2, ..., portanto
temos poténcias como z¥, x*+1, 2#+2 etc. Mas, na terceira somatoria,
o termo geral é diferente, e a menor poténcia ali é z**2. Em outras
palavras: se quisermos descobrir o coeficiente A;, devemos descobrir
as contribuicoes que vem da primeira, segunda e quarta somatoérias,
0 mesmo para Ag,1. Mas para determinar Ay, o e seguintes, devemos
considerar as contribuicées de todas as quatro somas. E o que faremos
a seguir.

Perguntamos: qual a poténcia mais baixa de x presente na expres-
sao (1.3)7 Isto ja sabemos, &€ z*. A préxima pergunta é: quais os
termos de (1.3) que envolvem z*? Ou, se quiser, qual o coeficiente de
2* na expressdo (1.3), reagrupando a série em poténcias crescentes de
x? Vejamos, ha contribui¢es da primeira, segunda e quarta somato-

rias, sendo que a poténcia mais baixa é conseguida fazendo i = 0:
Ak :ao(k?+0>(k?+0— 1)+CLO(/{?+0) —TL2CL0 =0.

Observe que a terceira somatéria em (1.3) ndo contribuiu para esse
A, pois envolve poténcias a partir de zF+2.
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Podemos simplificar essa expressdo para Ayg,
Ap=ap(k* —n*) =0

e obtemos a primeira equacio indicial.
Uma segunda equagao indicial é obtida de modo semelhante, agora

para o coeficiente de ¥+,

A =a(k+1)(k+1-1)+a(k+1) —n*a; =0

ou
Ak—l—l = al[(k: + ].)2 - n2] =0.

Antes de prosseguir com os A5 e outros, vamos ver que condigoes
podemos tirar das duas equacoes indiciais. Da primeira, descobrimos

que k = +n ou k = —n. Suporemos, sempre, que ay # 0. Quando
analisamos a segunda equacdo indicial, vemos que nem k = +n ou
k = —n sado solugoes dela e, evidentemente, se escolhessemos k = n—1,

esse valor ndo é compativel com a primeira equacdo indicial. Portanto
escolhemos a; = 0. Em resumo, ha duas possibilidades: (i) ap # 0,
k=+n,a,=0,e (i) as#0, k=-n,a; =0.

Na verdade, ha mais duas possibilidades, muito particulares: as
duas equagoes indiciais estariam simultaneamente satisfeitas se
k = +n = +1/2, mas ndo levaremos em consideragdo isso aqui, porque
em fisica normalmente desejamos que n seja inteiro.

A seguir tentaremos descobrir quanto vale Ay, ;, com j > 2. Esses
seriam os coeficientes de 22 e poténcias superiores, e assim teremos
de considerar todas as quatro somatérias da expressdo (1.3).

Fazemos, apenas na terceira somatoria, a mudanca de indice
k+i1+2=k+j, ousea, i +2 = j, de modo que i = j — 2. Isto
terd o seguinte efeito sobre a terceira somatoéria:

o o
Z a; T2 = Z aj_2xk+j '
i=0 j=2

E, na primeira, segunda e quarta somatorias, fazemos a troca sim-
ples de indice ¢ = j. Ficamos com:

[e.e]

D (k4G =)k +5)a; "+ (k4 j) ;" +

j=2 j=2

o0 o0
+ g aj_o 2" —n? E a; 2" =0.
=2 =2

Aula
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Vocé pode estar se perguntando, por qué j estaria comecando de
2 na primeira, segunda e quarta somatoérias? O motivo é que os casos
de i =0 e =1 jaforam tratados, e levam a coeficientes A, e Ayq
que se anulam: sdo as duas equacoes indiciais que j& analisamos.

Mas, agora, as quatro somatoérias podem ser escritas de modo mais
econdmico,

Z{(k+] - 1)(k+]) a; + (k+j)aj+aj_2 —RQCLJ-};LJH‘]' =0

j=2

e, em vista da independéncia linear do conjunto {z*+2 z++3 g+ 1

os coeficientes sao nulos, o que fornece:
Ak+j = (k+j — 1)(]6'—'—]) Clj —+ (k"F])CLJ +aj_2 —nQaj =0.
Desta tltima equacdo, obtemos:

-1

———T. >2
(k+j)2_n2a]2 (]_ )

a; =
e esta é chamada de relacdo de recorréncia.
Note, nos dois casos possiveis (i) e (ii) ja referidos, que a; = 0.
Usemos entdo a relagdo de recorréncia para j = 3:

1

= -————— _ pu— 0
B ) 2 82
a1=0

e assim ag se anula porque a;, é nulo. Do mesmo modo, se calcular-
mos as, ele serd proporcional a as; mas ag = 0 logo a5 = 0 também.
Vocé ja deve ter percebido que, usando a relagdo de recorréncia varias
vezes (alias, dai vem o nome "recorréncia, vocé recorre a ela repe-
tidamente), acharemos que todos os coeficientes de indice impar se
anulam,

ap=a3=as5=...=0.

Para achar os coeficientes pares, devemos considerar separada-
mente os casos de k = £n.

(i) Caso ap # 0, k =+n, a; =0
Colocando j = 2 na rela¢do de recorréncia, vem:

—1 —1
Qg
)

T 2T 22
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com j = 4,
-1 -1 -1
T a2 T Tl 22 r2n)
(=1)?
12(4+2n) (2 + 2n)

ag -

Podemos prosseguir, achando as expressoes para j = 6,8, 10,.. .,
mas podemos tentar desde ji escrever o termo geral,

(-1 )
27 (2 —2) ... 2][(2j +2n) ... (2 + 2n)]

Q25 =
ou, como aprenderemos em aula posterior (ndo se preocupe se lhe

parecer estranho neste momento)

(—1)? (2n)! ag
(27)1 (27 + 2n)!!

Qo5 =

para j = 1,2, ... O fatorial duplo envolve a multiplicacdo de niimeros
que decrescem de duas unidades, por exemplo 6!! = 6.4.2 = 48.
Finalmente,

y(z) = Zazj$2j+n

i @n)lta i
g (2] ” (2 + 2n)!

= Ju(x)

e é exatamente essa a expressdo para a funcdo de Bessel de primeira
espécie, J,(x), que veremos com detalhes na sexta aula.

(ii) Caso ag # 0, k = —n, a; =0
De modo completamente similar, acha-se

(e}

y(x) = > aga

7=0

(—=1)7 (=2n)!" ag 2
H — i

pr (251 (25 — 2n)!

= J_,(2)

—n

Mg
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Exemplo Vamos ver agora a aplicacdo do método de Frobenius
a um caso em que nao vale o Teorema de Fuchs, e como veremos a
técnica ndo vai funcionar bem. A equacao diferencial a ser abordada

2

é:

I

g+ 59— 5¥=0,
e vemos que r = 0 é um ponto singular essencial. Se, de qualquer
forma, insistirmos em buscar a solucdo na forma de série de poténcias,
vamos chegar a equacao indicial:

k=0
e & relacdo de recorréncia
oo -y -a
7+1 ] + 1 J -
Entretanto, vemos dai que
aj+1 1
j

logo a série nao converge.

Exemplo Considere a equagio diferencial

. 6
jy——3y=0.

Tentamos, como sempre, a solugdo

obtemos a sua derivada segunda, substituimos na equacao diferencial,
para. obter:

S (k+i-1)(k+i)a;a" =63 a;aFT=0
i=0 1=0

Para a poténcia mais baixa de = (correspondendo a i = 0), obtemos
a equacdo indicial:
[k(k—1) —6]ag =0
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de onde se acha, se a9 # 0, k= -2 ou k = 3.
Para ¢ > 0, acha-se relactes como:

[(k+1)k—6}a1:0:>a1 =0,
[(k+2)(k+1)—6lag=0=ay =0,
e assim por diante, ou seja,
> -2
— k+i _ E_ ) QoZ
y(zr) = Z;aia: = apx" = { .
= a1=az=...=0

Surpreendentemente, encontramos neste exemplo, por Frobenius,
duas solucoes exatas e 1.i. da equacao diferencial.

ATIVIDADES

1. Classifique as equacoes diferenciais seguintes:
(1) () —22y=0
(i) 2*)j+ 2y + (22 —n?)y =0
(iii) z%y —2z(y — 1) =0

2. R vasalequacgao diferencial
S5y—2y=4.
3. Que solucao da equagao diferencial do problema anterior satisfaz
a condicdo inicial y(0) = 17
4. R vesad equacoes diferenciais:
() §—29+y=2

(i) §—y—6y=18
(iii) §j— 29+ 2y =0

5. Sabemos que a equagdo diferencial j — 67+ 9y = 0 tem a solucdo
y1(z) = €3*. Ache uma segunda solugdo, 1.i. em relagdo & ;.

6. R vasedbmpletamente a equacdo: xy + by = Sx3.

25
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7. Ache uma soluc¢éo particular das equacoes diferenciais:

(1) §—29+3y=222+1

(i) § — 129 — 3y =senx
(i) 29 — 4 + dy = 2%

8. Utilizando o método de Frobenius, ache uma solugdo da equacao
diferencial do oscilador harménico,

j+wly=0

(sugestdo: escolha k =1 e a; = 0. Através dos primeiros termos

da série, vocé consegue reconhecer que funcao é essa? R elembre
das expansoes em série de MacLaurin para as fun¢oes simples,

que podem ser encontradas na aula 07 de Métodos de Fisica
Tebrica I).

9. Ache uma solucgao, por expansao em série de poténcias, da equa-
cao diferencial de Legendre,

(1—a®)j—2zy+Ll+1)y=0.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

R espostas de problemas:
(2) yg = —2 + Aet2/5.

(3) y = —2+ 3e2/5,

(4) () yo=2+c1e” +cyae;

(i) yo = =3+ c1e % + ey e
(ili) yo = you = €*[c1 ™ +cre™™].
(5) y = xe®.

No problema 7, item (i), experimente "chutar" uma solucdo
do tipo yp = Ax? + Bx + C, substitua na equagao diferen-
cial e, comparando os coeficientes dos lados esquerdo e di-
reito de 1, x e de 2%, ache A, B,C. No item (ii) tente usar
y = Asenz + B cosz. Em (iii) use y = A 3.
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No problema 8, siga a sugestdo de valores de k e a;, obtenha os
trés primeiros termos da série. Vocé consegue reconhecer que
funcdo é essa? R elerdhsexpansoes em série de MacLaurin
para as fun¢oes simples, que podem ser encontradas na aula
07 ou 03 do Curso de Métodos de Fisica Teoérica 1.

O problema 9 tem como solugoes os polindémios de Legendre,
que vocé pode encontrar no material impresso da aula 05.
Confira a solugao do outros problemas com seus colegas!

CONCLUSAO

Vimos nesta aula técnicas de resolucao de equacgoes diferenciais de
primeira e segunda ordem. Ocorre que sdo exatamente estes dois tipos
de equagoes diferenciais os que mais aparecem nos modelos tebricos
das varias areas da fisica, em particular na mecanica Newtoniana, onde
a propria segunda lei de Newton é uma equacao diferencial de segunda
ordem.

RESUMO

Nesta aula vocé tomou contato com técnicas bésicas de resolucao
de equacoes diferenciais ordinarias de primeira e segunda ordens.

PROXIMA AULA

Na proxima aula serd apresentada a teoria de Sturm-Liouville, que
se aplica aquelas equacgoes diferenciais de segunda ordem que estdo
associadas a operadores diferenciais autoadjuntos.
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Teoria de Sturm-Liouville Aula

Teoria de Sturm-Liouville

METAS

Apresentar a teoria de Sturm-Liouville para as equacdes diferenciais ordinarias de
segunda ordem, que caracteriza as equacdes correspondentes a operadores
autoadjuntos. Analisar a ortogonalidade de funces em relac3o a produtos escalares
diversos; introduzir um método de obtencdo de um conjunto ortogonal de funcdes a
partir de um conjunto n3o-ortogonal relativamente a um produto escalar especifico.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: reconhecer se dada equacdo
diferencial é do tipo Sturm-Liouville ou n3o; verificar se duas funcdes sdo ou n3o
ortogonais segundo um produto escalar especificado; aplicar o procedimento de
ortogonalizacdo de Schmidt a um conjunto de funcdes dado.

PRE-REQUISITOS

Espacos lineares, espacos métricos, operadores autoadjuntos.
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INTRODUCAO

Muitos problemas fisicos, quando tratados por métodos da mecéa-
nica classica ou pela teoria quantica, levam a equacées diferenciais
de segunda ordem, geralmente lineares. Isso acontece, por exemplo,
em problemas de eletromagnetismo, ou de fluxo de calor. Ou entdo,
em problemas mais sofisticados dentro do ambito da fisica quéntica,
como a solucdo da equagio de Schrédinger para o potencial do oscila-
dor harmonico, ou o espalhamento quantico de particulas subatémicas
por potenciais representando atomos ou niicleos, como no caso do es-
palhamento de R henfbrd. Todos esses problemas, ¢ muitos outros,
tém algo importante em comum: sdo descritos por equagoes diferen-
ciais tipo Sturm-Liouville, ou seja, estdo associadas a operadores au-
toadjuntos.

Particularmente, as equacoes diferenciais cujas solugoes sdo as fun-
¢Oes especiais estudadas neste curso (polinémios de Legendre, harmo-
nicos esféricos, funcoes de Bessel, polindbmios de Hermite, fungoes de
Laguerre), pertencem & categoria de equacoes diferenciais de Sturm-
Liouville, estando portanto associadas a operadores autoadjuntos. Isto
é essencial no contexto da Mecénica Quéntica, em que autovalores dos
operadores correspondendo a observéveis fisicos tém que ser reais, ja
que estao associados a medidas fisicas. Lembre-se, por exemplo, que
a equagao de Schrodinger é uma equagao de autovalores, e os autova-
lores neste caso representam a energia, portanto devem corresponder
a nimeros reais.
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Ha véarias equacoes diferenciais importantes para nés, fisicos, como
citamos na introducao, que estao associadas a operadores diferenciais
autoadjuntos. Vamos comecar com uma equacgdo diferencial muito
simples — e talvez uma das mais importantes da Fisical

Suponha que uma particula de massa constante m possa se mover
apenas em uma dimensao, isto é, ela se move em cima de um eixo z,
sob acdo de uma forca F'(t). A segunda lei de Newton nos permite
dizer que:

ma = F(t)
ou d2
i

Esta é uma equacdo diferencial, uma vez que a funcdo incégnita,
z(t), encontra~se dentro de uma derivada. Assim, todo problema da
mecanica classica, em principio pode ser representado matematica-
mente por uma equacdo diferencial.

A prépria operacdo de derivagdo, na lei de Newton acima, pode
ser encarada como um operador que, atuando sobre a funcdo z(t), nos
fornece outra funcéao, ;

. x
v(t) = x(t) = e

Definimos um operador £, envolvendo derivadas até a segunda

ordem, de forma bem geral,

2
L) = alr) T2+ b(w) % 1 cla)e,

onde a(z), b(z), c¢(x) sdo fungbes arbitrarias reais de variavel real,
definidas no intervalo de interesse 71 < z < z5; exige-se que ¢, db/dx
e d’a/dz* sejam continuas, e a(z) ndo deve se anular no intervalo
(1, x2). Quanto a funcdo p(z), é comum exigimos que tenha quadrado
integravel, isto é, que pertenca ao espaco de Hilbert H,

[e.e]

H— {gp(aj) tal que/_oo (@) de = M < oo} |

Aula
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Vamos obter uma expressao para o adjunto do operador £. Como
vimos em aula anterior, sobre espacos vetoriais, o adjunto £ é definido
por:

(Lo, v) = (¢, L), Vo, €H.

Explicitamente, o produto escalar (.,.) é escrito:

d*p

Cot) = ()5 +000) F +clop. v)

00 d2 ) dgp
= — +b(x) — + c(x x)dx.
|5 + 00 el vt
Note bem: como as fungoes , 1) sdo reais, ndo aparecem as con-
jugacgoes complexas que normalmente acompanham a notagdo do pro-
duto escalar.
Essa integral pode ser decomposta em trés,

(Lo,y) = /ooawiﬂdx—k/_ b%wdxjt/ cpp dx

o0 — 00

d? d
- (ad—;j,w) + (bd—*j,w) +(ep. )

e trabalharemos separadamente com cada uma delas,

(co, ) = / cpp d = / e dz = (p, ) ;

[e.e] [e.e]

d © g et
(bd—i,w) :/_ bd—iwdx:/ [% 90] [by] da

[o¢] — o
e tentaremos "trocar de posi¢io" a derivada d/dr marcada por uma
chave horizontal, que aparece atuando sobre ¢ na ultima integral.
Para isso, usamos uma integracio por partes,

|| o e =iz - [

Mas, por serem funcoes de quadrado integravel, ¢, 1) se anulam no
infinito (queremos dizer, em +00), de modo que o primeiro termo do
lado direito se anula, e ficamos com:

(bj—j,¢) -/ {—%(bw} di = (%—%[bw]) -
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Para a terceira integral aplicamos procedimento parecido, fazendo 2
duas integracoes por partes,

d2(p 00 d2
(a@,w) = /_ dxzwdx
d2
AHICE

- (gl [
NG

0
d o0 > P
= [@@(mﬂ)]_er/_oo @@(mﬂ) dx
0
d2
Assim,
L = & d b
@) = (o] glav] - ol + v )
= (v, L)
e fica evidenciada a acdo do operador adjunto de L,
d? d
Ly = ) — - (00) + e

dzw dy d?a db
= @@‘Q@*Q@—@+Q‘

Mas, tinhamos:

2¢ w

e, comparando com a expressao para o adjunto, teremos que
Lp= LT
se e somente se:
. da b
a=—=>.
dx

Como estudamos no curso de Métodos em Fisica Teoérica I, um
operador autoadjunto tem trés propriedades muito importantes:
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(i) seus autovalores sdo reais (e, portanto, poderiam representar
medidas de grandezas fisicas);

(ii) seus autovetores (ou melhor, autofuncdes) sdo dois a dois orto-
gonais e

(iii) constituem um conjunto completo, isto é, podem ser usados
como uma, base para o espaco das solucoes da equacdo diferencial
em questao.

A equacdo de autovalores para £ pode ser escrita:
LY(x)+ Aw(z)(z) =0.

Se a equagdo acima tiver solugoes para um determinado A (que é,
entdo, chamado autovalor), a solugdo ¥, (x) é chamada autofuncdo.

Note a pequena diferenca em relacdo ao estudado no curso de Mé-
todos I, em espagos vetoriais: aqui aparece uma fun¢ao w(x) a mais,
ela é chamada "funcdo peso". Se ela for igual a 1, e em muitas equa-
coes de autovalores ela assume esse valor, temos validas as mesmas
propriedades vistas naquele curso (MFT I). No caso em que a fun¢do
peso nao seja um, a relacio de ortogonalidade das autofuncoes sofrera
uma alteracdo, como veremos adiante.

N3ao é uma coincidéncia, portanto, que as equagoes diferenciais que
ja& encontramos pela frente (e outras que ainda estudaremos) sejam da
forma:

Lob+ Aoy =0

com

b2 dip
— _— b e
Ly=qa dx? + dx

e b = da/dx (condi¢do para que L seja autoadjunto).

Confira na tabela 2.1 vérios exemplos de equacgoes diferenciais, to-
das muito nteis em fisica, satisfazendo essas condi¢oes — sdo as chama-
das equagoes diferenciais tipo Sturm-Liouville. Na ordem em que apa-
recem: equagao diferencial do movimento harmonico simples; equagao
de Legendre; equacdo associada de Legendre; equacdo de Bessel; equa-
cao de Hermite; equacao de Laguerre e equacdo diferencial associada
de Laguerre.

e,
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Eq. Difer. a(z) b(x) c(x) A w(z)
MHS 1 0 0 w? 1
Legendre 1 — 2? —2x 0 (l+1) 1
Assoc. Leg. 1—a? —2x —% e+1) 1
Bessel T 1 —% 2 T
Hermite e v —2ze " 0 2a e v
Laguerre re (1—x)e ™ 0 o e "
Assoc. Lag. z"e™ (k+1—z)zbe™ 0 a—k aFe®
Tabela 2.1: Algumas equagoes diferenciais tipo Sturm-Liouville. R - e

pare que, sempre, b = da/dz.

Deixe-me mostrar como devemos "ler" os dados dessa tabela 2.1.
Vamos tomar como exemplo a equagdo de Bessel (provavelmente vocé
vai querer conferir com a equacdo estudada na primeira aula deste
curso; 14 nés a atacamos com o método de Frobenius).

Escrevemos:

L+ dwp =0
d? d
a——Y +b—y +cp + wtp =0
dx? dx

d n? )
r.—Y+1.—y— —+ 2 =0
T dx T

xQd—zw - xiw —n2Y+ PP =0
dx? dx

que é essencialmente a mesma equacgao diferencial vista na nossa pri-
meira aula,
2 . B 2 2
rjt+ay+(x®—n*)y=0
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(basta tomar ¢ = 1).

E necessario, neste ponto, que se faca algumas observacoes.

Em primeiro lugar, a teoria até aqui apresentada pode ser extendida
facilmente para o caso de funcoes de varidveis complexas, muito em-
bora existam algumas dificuldades em obter as chamadas "extensoes
autoadjuntas" para alguns operadores satisfazendo:

(Lo, ¥) = (¢, LTY)

apenas sobre um dominio restrito, ¢ € D(L) C H. Se o dominio
de £ nao é o espaco de Hilbert todo, entdo o dominio de £ prova-
velmente também ndo serd H. Pior que isso: a interseccdo entre os
dominios de £ e L' pode ser "pequena"; mas esta interseccdo seria
o dominio em potencial para definir o operador autoadjunto £ = LT,
e teriamos achado um operador de fato autoadjunto, mas definido
num conjunto muito restrito de funcées. Teria que ser buscada, nes-
ses casos, a extensdo autoadjunta de L (se possivel, a H todo). Nao
exploraremos esse tOpico em nosso Curso.

Uma segunda observagdo diz respeito & completeza do conjunto de
funcoes que sdo solucoes da equacgao diferencial tipo Sturm-Liouville.
Para fixar ideias, considere a equacao diferencial do movimento harmo-
nico simples, que é obedecida por muitos sistemas fisicos, especial-
mente no limite de pequenas oscilagoes:

2
ﬂ +uw?r=0.
dt?

As solugoes sao as fungoes harmonicas, seno e cosseno. De fato, héa
uma infinidade de solugoes, dependendo dos possiveis valores de w?.
Em particular, se w = n = inteiro (isso corresponde, por exemplo, ao
caso da particula quantica presa numa caixa rigida), temos as solugoes
Li.:

sent, cost, sen 2t, cos2t, ...,sennt, cosnt, ...

A completeza desse conjunto é devida ao carater autoadjunto do
operador de Sturm-Liouville £ = d?/dt?, o que significa que aquele
conjunto de autofuncoes pode ser usado como base, e qualquer solucao
oscilatoria (geral!) pode sempre ser escrita:

[e.e]

zra(t) = Z(an cosnt + by, sennt)

n=0
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isto é, na forma de uma série de Fourier. Perceba: a prépria existén-
cia e o consequente emprego das expanstes em série de Fourier estao
intimamente ligados ao operador de Sturm-Liouville £ = d?/dt>.
Vamos também fazer algumas observacoes sobre a ortogonalidade
das autofuncoes de um operador de Sturm-Liouville, na préxima se¢o.

2 .Drtogonalid d ade asuthfu caes

Haviamos visto anteriormente que, nos casos em que a fungdo peso
w valia um, as autofun¢oes associadas a autovalores discretos e distin-
tos eram ortogonais (£ vem a ser, entdo, um operador completamente
continuo),

Yy — N\ +o0
¢j — )\j } Al 7& )\j = ¢1(I) ¢]($) dr = 51'7]'. (2.1)

—00

Mas, quando w ndo é um, ha uma alteracdo na relacao de orto-
gonalidade. Por exemplo, para as fungbes de Laguerre (veja a tabela
2.1), a nova relacdo de ortogonalidade é escrita assim:

AdewLm@LQidx:@m. (22)

w(x)

Observe, portanto, que em (2.2) apareceu a fungio peso w.

O conjunto de funcées {L,(z), Lo(z), ...} ndo é ortogonal no sen-
tido do produto escalar (2.1), mas o & em relagdo ao outro produto
escalar, (2.2).

Suponha que nos seja dado um conjunto de funcgoes como este
acima, ortogonal em relacdo a (2.2), mas ndo em relacdo a (2.1). E
possivel construir um outro conjunto de fungoes, a partir do conjunto
antigo, e que seja ortogonal em relacdo ao produto escalar (2.1): é
o método de ortogonalizacdo de Schmidt, que apresentaremos agora
através de um exemplo, que escolhi propositadamente de cariter geo-
métrico, para que vocé possa "ver" qual a ideia do procedimento.

Suponha que sejam dados trés vetores no espago (espago real, que
denotaremos por R?),

v, = 1
Uy = i+j+k

Aula
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Nio é dificil verificar que {7}, ¥, U3} € um conjunto 1.i. (vocé se
lembra, do curso de Métodos I, como se faz isso? Talvez seja inte-
ressante revisar o conceito!), porém esses vetores ndo sio dois a dois
ortogonais, no sentido do produto escalar usual de vetores, que é dado
por:

Tl = (vg0+ vy,] + 0.k).(Wyi + w,J + w, k)
= VW + VyWy + VW,

= |U]|W| cos®.

Eles também ndo sdo normalizados (com excessdo de ¢): formam
uma base de R?, mas decididamente ndo é base ortonormal.

O procedimento de ortogonalizacdo de Schmidt consiste em obter
novos vetores {wp, Wy, ws}, a partir do conjunto antigo {v;, v, U3},
com os w’s dois a dois ortogonais.

Para comecar, escolhe-se:

—

w’lzvl:i.

Ja para o segundo vetor, parte-se de v, mas subtrai-se dele a parte
que estd na diregio de W (= @,

|| ) | |
- _)2 - <172;> ;
= (i+j))—7
= J

(note que o modulo de Wy é |W| = Vw0, = Vii=1).
Para construir s, toma-se U3 e subtrai-se dele as partes que esti-

-

verem nas dire¢oes de w; (= Z) e Wy (=7),

. . | wh ) W | Wy \ W
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Neste exemplo, aconteceu (acidentalmente) que a nova base ji con-
siste de vetores normalizados,

wh 1,
Wy = j?
wy = k.

Caso iss0 nao acontecesse, teriamos apenas uma base ortogonal,
mas seria possivel normalizar os vetores de base, fazendo:

i=1,23

e a base {u, Uy, U3} seria ortonormal.

Exemplo Partindo do conjunto li. de fungdes {1, z, 22, 2°,...}, e
do produto escalar definido por:

+1

(f,9) = 1 f(x) g(z)dz,

obtenha um novo conjunto de funcgoes, duas a duas ortogonais, pelo
processo de Schmidt. Obtenha explicitamente apenas as trés primeiras
fungoes (dica: vocé deve obter, como solugdo, fun¢bes proporcionais
aos polinémios de Legendre).

Para obter um novo conjunto, ortogonal em relacao ao produto
escalar, fazemos:

v o= 1 Uy =T vy =17
wy, = Ulzl;
w1 w1
wy = vy — (Vo, —) T
\w1| |w1\
( 1) 1 1
= r— (x,
V(L 1) /(1,1)
(v, T} T (03, ) T
w = Uz — s )0 I
’ ’ ’ \w1| |w1\ ’ |w2\ \w2|
1 1 1
= x2_(x2’1) —($2,I) -

(1,1)4/(1,1)
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Precisamos calcular os produtos escalares seguintes:

+1
(1,1) = / ldx =2,

1
+1

(L) = <x,1>=/_ pdr =0

1

+1
(1,2%) = (3:2,1):/1 vidr =2/3;
+1

(x,z) = /_ r?dr =2/3;

1

+1
(z,2%) = (3:2,:5):/ ¥ dr =0.

1

Com isso,

wsy = T —

Se folhearmos um pouco adiante este livro, veremos que as trés
funcoes obtidas sdo proporcionais aos polindémios de Legendre:

2
wy = Py(z); we=Pi(x); ws= gPQ(.T).

Isto aconteceu porque a relagdo de ortogonalidade envolveu a funcio
peso 1. Num exercicio sugerido adiante, vocé usard outra relacio de
ortogonalidade, e obtera outro polinémio!

ATIVIDADES

1. Partindo do conjunto Li. de fungdes {1, z, 2% z3,...}, e do pro-
duto escalar definido por:
+1

(f,9) = 1 f(x) g(z)e " dz,

obtenha um novo conjunto de funcoes, ortogonais, pelo método
de Schmidt. Obtenha explicitamente apenas as trés primeiras
fungoes. (dica: vocé deve obter, como solugdo, fungées propor-
cionais aos polinémios de Laguerre).
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Vocé deve seguir o ultimo exemplo resolvido, que é bastante
semelhante a este problema. A resposta, para vocé conferir:
wy =1, wy =2 —1; wy = 22 — 4o + 2.

CONCLUSAO

Vimos nesta aula que muitas equagoes diferenciais usadas em fisica
possuem a caracteristica de poderem ser interpretadas como equagoes
de autovalores, onde o operador diferencial é autoadjunto, o que tem
como consequéncias os fatos de que os autovalores serao reais, as au-
tofungoes serdao ortogonais e constituem um conjunto completo.

RESUMO

Nesta aula vocé tomou contato com a teoria de Sturm-Liouville, . D
que permite lancar um novo olhar sobre as equagoes diferenciais ordi- c
narias com a propriedade de estarem associadas a operadores autoad-

juntos. Estas equagoes diferenciais estdo presentes com frequéncia em

fisica, e suas solugoes apresentam propriedades interessantes.

PROXIMA AULA

Na préxima aula estudaremos o método de separacdo de variaveis,
que permite atacar as equagoes diferenciais parciais.
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