Funcdes Beta e Gama Aula

Funcoes Beta e Gama

METAS

Apresentar a definicdo e propriedades das func¢des especiais gama e beta. Explorar o
uso dessas fun¢des no célculo de integrais de uso frequente em mecanica estatistica e
em fisica quantica.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: aplicar propriedades das funcdes
gama e beta para simplificar o calculo de integrais Gteis em Fisica, como integrais de
exponenciais ou Gaussianas moduladas por polindbmios, ou integrais envolvendo

poténcias das funcdes trigonométricas seno e cosseno.

PRE-REQUISITOS

Nenhum.
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INTRODUCAO

As fungoes especiais Eulerianas gama (I") e beta (B) tornam sim-
ples os célculos de algumas integrais definidas de uso frequente em
fisica estatistica, como as que surgem na obtencao de momentos asso-
ciados a distribuicao Gaussiana, ¢ em mecanica quantica, particular-
mente em calculos envolvendo o potencial do oscilador harmoénico.
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4.1 Fu cam Gama

Ha varias formas de definir a funcdo gama. Adotaremos aqui a
seguinte integral como definicao, e deixaremos outras formas possiveis
como teoremas, que podem ser deduzidos a partir desta definicao.

Definicao A funcio gama é dada por:

F(z):/ e 't dt
0

para qualquer z € C tal que Re(z) > 0, isto &, a integral é convergente
se a parte real de z for positiva.

Listaremos a seguir algumas propriedades basicas da funcao gama.
Demonstraremos apenas algumas delas.

E bom frisar que nosso objetivo ndo é calcular explicitamente in-
tegrais complicadas, pelo contrario: serd utilizando as propriedades
seguintes que obteremos, de modo indireto, resultados de integrais
que tém um aspecto semelhante ao da funcao gama.

(1) :/Oooe_tdt: [—e‘t]go: 1;

I'z+1) = / e "7 dt
0

_ [_tz 6—t}80 +Z/ €_t tz—l dt
—

= z[(z2)

onde efetuamos uma integragao por partes. Dando o devido
destaque a esse resultado, que usaremos bastante,
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F(z+1) = zI(2)

(iii)

Fin+1)=n!

(paran =0,1,2,...).

Exemplo Calcule a seguinte integral, com o auxilio da funcio

gama,
]:/ t2e tdt.
0

A ideia aqui é comparar esta expressao com a definicao da funcao
gama; notamos que se z — 1 = 2, as duas integrais ficam iguais. Logo,
z = 3, e pela propriedade (iii) a integral vale:

I=T(3)=2=2.

Assim, vimos como se pode calcular integrais de fungoes expo-
nenciais decrescentes multiplicadas por poténcias de t. O mesmo se
aplicaria a integrais de exponenciais vezes polindmios de ¢t. Diz-se: a
funcao gama auxilia no calculo de fungdes exponenciais decrescentes
"moduladas" por polinémios.

Vamos explorar agora a integral da Gaussiana e~ modulada por

polinémios. Para tanto, fazemos uma mudanca de variavel na definicao
de T'(2), t = u?,

2

I'(z) = / e w2 udu = 2/ e u L du.
0 0

Aqui, também, devemos ter Re(z) > 0. Vamos destacar também esse
resultado, que pode ser visto como uma forma alternativa de intro-
duzir I'(z), agora na forma de uma integral envolvendo uma funcao
Gaussiana,

D(z)=2[7 e u2 1 dy,
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Em particular,

I'(1/2) _2/ v du = /7.
0

Este tltimo resultado pode ser mostrado da seguinte forma.

T2 = 4/00 = du/ e du
[

Figura 4.1: Uma mudanca de varidveis no plano, passando de coorde-
nadas cartesianas u, v para polares r, 6.

Neste céalculo envolvendo uma integral dupla, em u e v, fizemos
uma mudanca de varidvel, sugerida na figura 4.1: encarando u e v
como dois eixos ortogonais, a integral cobre um quadrante do plano
uv, correspondente a valores positivos de u e v. Alternativamente,
podemos cobrir o mesmo quadrante usando as coordenadas polares r,
0, tais que:

u=rcosf, v=rsenf.
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S6 é necessario certo cuidado com os limites de integracao. Para cobrir
(apenas) o primeiro quadrante do plano referido, basta fazer 6 variar
entre 0 e 90 graus, e r varia entre zero e infinito. Também,
u? + 0% =1,
Observe também que o elemento de area da integral dupla, ao

mudarmos para coordenadas polares, fica:

dudv=rdrdf.

Exemplo Calcule I'(5/2).
Usando a propriedade I'(z + 1) = zI'(2), repetidamente, temos:

3 31 3

[(5/2) = 5T(3/2) = 5 50(1/2) = V7.

Outras propriedades, que podem ser deduzidas combinando a pro-
priedade (ii) com o valor obtido para I'(1/2), sdo as seguintes:

(iv)
(2n)! 2n — D!
P(n+1/2) = 5 0/m = (QT)\/%
(2n— 1N =1.3.5....(2n — 1) é o fatorial duplo);

(v)

IF')ra--z) = z2#0,£1,£2,...

senmz

(vi) (Teorema)

(z) = lim { G+ 1)(ii2)n (z +n) nz}

(vii)

1 o vz . 1 + < —z/n
O U( ﬁ) ¢
n=1
onde v = 0,577216 é a constante de Euler-Mascheroni. O sim-
bolo II n6s o chamamos "produtéria", é similar ao de somatoria,
e indica que ha um produto dos termos a direita do simbolo,
com n variando de um até o infinito.
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Exemplo Calcule a seguinte integral, com o auxilio da funcio

gama,
& 2
I:/ e dr.
0

Comparando esta expressao com a integral de gaussiana modulada

por polindnio, notamos que se 2z—1 = 3, as duas integrais ficam iguais

(é irrelevante se a variavel de integracdo é "u" ou "z"). Tem-se z = 2,

e a integral vale:

I:%F(Q)zl/Q;

o fator 1/2 apareceu porque, na definicdo de gama em termos da in-
tegral de gaussiana, havia um fator dois antes da integral.

4.2 Fu cao Beta

A funcdo beta (indicaremos pela letra grega beta maitscula que,
alias, é igual ao nosso B maitsculo) pode ser definida assim:

1
B(pq) = / P16 d
0

sendo Re(p) > 0, Re(q) > 0.
Listaremos agora algumas propriedades, ou teoremas (note que eles
poderiam ser usados, alternativamente, para definir a fungio beta).

(i)
/2
Blp.q) =2 / (cos )21 (sen )2~ df
0
azendo t = cos nla dennigao, chegarmos nesta expressan );
fazend 29 na definicio, ch ]
(ii)

B ey
(p.q) = /0 m u
(obtida fazendo ¢ = u/(1 + u) na defini¢ao de beta).

A propriedade, no entanto, mais importante no sentido das aplica-
¢oOes é a que discutiremos agora, e relaciona as fungoes beta e gama.
Escrevemos:

P(p)T(q) = 4 / e 21 g / ot 21 gy
0 0

' 63,



Métodos de Fisica Teodrica |

e fazemos a mudanca de varidveis:
u=r cosf, v =rsenf

com o que a expressao acima do produto dos gamas fica:

/2
L(p)T(q) = 2/0 (cos )P~ (sen 0)%971 df x

o [T ety
0
= Bp,q)T(p+q).

Assim,

L'(p)T(q)
Lp+q)

Desta expressao decorre a seguinte propriedade 1til de simetria:

B(p,q) = B(g,p) -

B(p,q) =

ATIVIDADES

1. Calcule as integrais seguintes, com o auxilio da fung¢ao gama:

[o¢]
11:/ 8¢ %dx;
0

.‘g'
‘\‘-
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. Mostre que
(2n)!
2" n!

= (2n — D!
sendo que (2n — 1)!! =1.3.5....(2n — 1) (fatorial duplo).

. Segundo a Mecéanica Estatistica classica, para um gas contido
numa caixa em equilibrio térmico a temperatura 7', as veloci-
dades das particulas do gas (4&tomos ou moléculas) obedecem a
distribuicao estatistica de Maxwell: a probabilidade de que uma
particula tenha velocidade v é dada por

m )3/2 g _mv?

P(v) =4~ (271’]{2T Ve e T

Encontre, com o auxilio da funcao gama, a velocidade média das
particulas,

(v) :/OOOUP(U)dv.

. Mostre que
ri/2—-nr1/24n)=(-1)"n
(para n inteiro).

. Calcule, com a ajuda da fun¢do gama, a integral:

1
I :/ 2" Ilnxdr.
0

. Verifique que

B(a,b) = Bla,b+1).
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7. Calcule as integrais seguintes, com o auxilio das fun¢oes gama e

beta:

/2
16:/ cos'/20db ;
0

/2
I; = / sen” 0 db
0

(n inteiro).

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Vocé deve, no caso do problema 1, verificar para que valor de
z cada integral fica igual & expressao da defini¢ao da funcao
gama. Se vocé achou, por exemplo, que para [, z = 7, entao
a integral vale I'(7) = 6! = 720, pela propriedade (iii). Algo
parecido deve ser usado no problema 7, agora comparando as
expressoes das integrais com as propriedades da funcao beta.
Se vocé obtiver, por exemplo, que I; = B(3/4,1/2)/2 entdo
escreva essa fungao beta em termos de funcdes gama, e tera a
resposta. No problema 3, vocé precisara efetuar uma mudanca
de variavel para fazer a integral ficar mais parecida com a ex-
pressao de gama em termos da integral de uma funcao Gaus-
siana. No problema 4, use a propriedade (v) da fun¢do gama.
No problema 5, tente usar algo como x = e~'. As respostas
dos problemas, para vocé conferir: (1) (i) 720; (ii) 105/7/16;
(iti) /7/4; (iv) 1/2; (3) \/BRT/(mm); (5) (—1)/(n+1)%; (7)
(i) v/7L(3/4)/T(5/4); (i) VAT ((n +1)/2)/nl (n/2) .
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CONCLUSAO

A funcao gama, por ser definida como certa integral particular en-
volvendo a funcao exponencial, e a funcao beta, a ela relacionada,
possuem propriedades muito interessantes, possibilitando o calculo in-
direto de varias integrais de interesse em fisica.

RESUMO

Nesta aula vocé tomou contato com as fungoes gama e beta, que
sao particularmente tteis no calculo de certas integrais presentes nas
mecanicas estatistica e quantica.

PROXIMA AULA

Na proxima aula estudaremos os polinémios de Legendre e os
harmonicos esféricos, fungoes especiais que aparecem sempre que es-
tudamos problemas de contorno envolvendo as equacoes de Laplace,
Poisson e outras.
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