Polindmios de Hermite Aula

Polindmios de Hermite

METAS
Introduzir os polinémios de Hermite, solucdes da equacdo diferencial de Hermite, e
explorar suas propriedades basicas. Analisar seu uso na resolu¢do do problema do

oscilador harménico quantico.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: aplicar propriedades dos polinémios
de Hermite para calcular valores esperados de grandezas quanticas e probabilidades
de transicdo entre estados; efetuar calculos com os operadores de criac3o e

aniquilac3o.

PRE-REQUISITOS
Operadores em espacos métricos, equacdes diferenciais ordinarias, teoria de

Sturm-Liouville.
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INTRODUCAO

H4a poucos problemas exatamente soliiveis em mecanica quantica
e, por isso mesmo, eles costumam ser tratados extensiva e repetida-
mente em cursos a nivel de graduacao de estrutura da matéria, ou
introducao a fisica quantica, e em cursos de pos-graduacao de meca-
nica quantica, mais formais e com maior aprofundamento matemé-
tico. Um desses problemas, que resolveremos detalhadamente nesta
aula, consiste na solucao da equagao de Schrodinger para o potencial
do oscilador harmonico unidimensional quéntico, ou seja, envolve a
determinacao explicita das autofuncoes e autovalores daquela equagao
diferencial.
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7.1 Oscilad r Harmonico Qu tamo

Classicamente, uma forca de restituicdo harmonica é dada pela
eXpressao:
F=—kx;

diz-se que a forca nesse caso obedece a lei de Hooke. Um sistema fisico
onde isso se verifica € o de um corpo preso numa mola, e que pode
oscilar num plano horizontal sem atrito. Tal sistema fisico é conhe-
cido como o oscilador harmonico simples. Aqui, vamos nos restringir
ao caso unidimensional: o corpo se move apenas em numa direcao,
podendo sua posicao ser dada em termos de uma tinica variavel x, que
é o deslocamento em relacao a posicao de equilibrio.
Lembrando que a for¢a deriva de uma energia potencial V,

dv

F-_2
dx

e, integrando,
* 1
V:—/ Fdxzik‘xQ.
Ainda classicamente, a funcao Hamiltoniana do problema do os-

cilador harménico (que representa neste caso a energia mecénica do
corpo preso na mola) é:

2
H=2 4 lkzx2 ,
2m 2

e esse mesmo objeto é usado em mecanica quantica, evidentemente,
ap0s uma série de reinterpretacoes.

A transicdo da mecénica classica para o formalismo quéntico é feita
na pratica com o auxilio da "receita" seguinte.

Posigdo () e momento linear (p) sdo substituidos por operadores
T e p, respectivamente, que representam essas grandezas fisicas. Na
representacao de Schrodinger da mecénica quantica, tomamos T como

um operador de multiplicacao,

T(r) =z (z)

Aula
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e p um operador diferencial,

.y . d
PUe) = —i ().

Aqui, = h/27, h = 6,63.1073* J.s é a constante de Planck.

Com essas alteragoes, passamos da fun¢ao Hamiltoniana H ao
operador Hamiltoniano H para o oscilador harmonico unidimensional
quantico,

~ h? d? 1
H=—" 0 4 g2
2mdx2+2kx

e a equagdo de Schrodinger independente do tempo para esse pro-
blema, que nada mais é que uma equagdo de autovalores para H, do
tipo Hy = E1), se escreve:

n* d? 1
{—% @ + 5 k$2:| ¢(l‘) = Ew(ZL‘) .

As constantes k (a "constante da mola" no caso cléassico) e w
(frequéncia angular de oscilagdo) se relacionam,

k
w=4/—,
m
e essa relagao continua valida na versao quéantica.

Fagamos uma mudanca de variaveis,
r—p=ar, a=/—

e vamos renomear a variavel dependente,

Esta mudanca de variavel x — p é o que se costuma chamar uma
"mudanca de escala", efetuada apenas para eliminar as constantes na
equacao de Schrodinger.

Em termos de p, a equagao de Schrédinger se escreve:

d? 9
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onde introduzimos o parametro adimensional

2F
=

Ha varias formas de se resolver essa equacao diferencial 7.1. Es-
colhemos usar aqui um método um tanto artificioso, indireto, mas
que envolve, em sua esséncia, os operadores de criagao e aniquilagao,
que tém um emprego importante, por exemplo, na teoria quantica de
campos.

Note que o operador diferencial contido entre os colchetes na equa-
¢ao de Schrodinger 7.1, pode ser colocado em duas formas alternativas:

2o, d d
- = (p—— — | +1 :
R ( dp) (p+ dp) " (3)

d? d d
gt ? = () (= 3;) - (74

Para verificarmos tais relacoes envolvendo operadores diferenciais,
é mais seguro incluir uma funcao de onda mais a direita. Na ver-
dade, um operador diferencial por si s6 nao significa muito, o que faz
sentido é a aplicacao do operador sobre uma dada fun¢ao. Tomamos
o lado direito da primeira forma, (7.3), aplicado sobre uma fungéo 1

arbitréria,
d d
_ = il 1) =
( dp) (p+dp) vy

d di B
(0= 3) (r0e ) 0=

) dy d 4>y
p ¢+pd—p—d—p(p¢)—d—p2+¢

A (7.2)

ou

mas observe que, no terceiro termo, temos que calcular a derivada de
um produto:

d dip
o (p) =1 +p e
Inserindo isso em nosso célculo, chegamos a:
drp dyp  d* d?
2 aw . ay  ay _(2_ 4
p¢+pdp P ap dp2+¢ 07 (0

Aula

127,



Métodos de Fisica Teodrica |

que é igual ao lado esquerdo de (7.3), como queriamos provar.

A segunda forma (7.4) se prova de modo similar.

R etomamos a equagab){Tnas agora com o operador entre col-
chetes escrito na forma (7.3),

d d
_ = ) Dy 4+ Dy =\D
(p dp) (p+dp> P = A

ou, rearranjando os termos,

8 e gym-oom

Vamos reescrever isso, apenas mudando o rotulo para )\,

d d

- — — | Dy =N =1)Dy. 7.5

<p dp)(p+dp) r=( ) ©x (7.5)

Fazendo algo similar, mas usando a forma (7.4) para o operador,

teremos:

d d

— —— | Ph=(A+1)D,. .

(p+dp) (p dp) A=(A+1)0y (7.6)

Aplicando o operador (p — d/dp) pela esquerda, nos dois lados da
equagao (7.6), obteremos:

-3) () ) o oen ) m o

e, comparando com a equagao (7.5), notamos que a fung¢io grifada em
(7.7) corresponde a:

d
( - d—p) ®y = Ny dy (7.8)

onde Ny é uma constante de normalizacdo. Note que o valor de \ é
determinado pela igualdade do autovalor (A+1) da equagdo (7.7) com
o autovalor (A" — 1) da equagao (7.5),

A+1=XN-1
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ou
N=\+2.

Assim,

d
( - d—p) @)\ — N)\J’_Q (b)\+2 . (79)

A equagdo (7.9), traduzida em palavras, nos diz que o operador
(p — d/dp) quando aplicado a uma autofuncdo ®, eleva o indice de
duas unidades, e a equagao funciona portanto como uma relacao de
recorréncia.

Vamos obter a primeira autofuncao, da equagao de autovalores
(7.1). Para isso, tomamos X' = 1 na equagao (7.5),

-3) () ome

Esta é uma equacao diferencial de segunda ordem; uma solugao
possivel dela é dada pela solugao de:

d
B I S
(p+dp> =0

A solucgao desta tltima, pelas técnicas ensinadas em nossa primeira
aula, da:
2
Oy (p) = Ae™"/?

onde A é a constante de normalizacao,

mw /4
A=(75)
pois
/+OO e~ gy = \/E
o e}
(> 0).

Observe que normalizamos ®; em termos da varidvel x, e nao da
variavel p.
O autovalor correspondente a ®; é (pondo A = 1 na equagao (7.2)):

hw
B
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diz-se que a autofunc¢do ¥, corresponde ao estado fundamental do os-
cilador, que é o estado de energia mais baixa.

Partindo da fungdo ®;, e usando a relacdo de recorréncia (7.9),
podemos obter as outras autofuncgoes, por exemplo ®3,

O3 =} ( = d%)) e=P/2

e, generalizando, obteremos as autofunc¢oes de indices impares:

d n
Dopt1 = Coppa (P — d_,o) e/

com a constante de normalizagdo C5,,; sendo determinada a partir

da condigao:
+o0o
/ [@2n+1]2 dr =1.

oo

Vocé notou que obtivemos apenas indices impares, nesse procedi-
mento. Os indices pares nao foram usados. Vamos entao "renumerar"
as autofuncoes e autovalores, da seguinte forma: o que era 2n+ 1 passa
a ser n (1 passa a ser 0, 3 vira 1, etc.).

Em particular, os autovalores passam a ser escritos:

CMw (2n+1) hw
2 2

As fungoes @, (p) passarao a ser escritas:

B =L,.

2

®,(p) = Cne 2 Hulp)

onde

sdo os polindomios de Hermite (esta tltima relacdo pode ser conside-
rada a defini¢do dessas fungoes).
Explicitamente, entdo, lembrando que p = \/mw/hx,

nla) = Ce 85 1,1 )

sao as autofun¢oes do oscilador harmoénico unidimensional quantico,
associadas aos autovalores:

1
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7.2 Propried add eBslinbmiosd e
Hermite

Falaremos um pouco mais sobre os polindmios de Hermite, agora
desde outro ponto de vista. Eles sao solucoes da equacao diferencial
de Hermite,

y—2zxy+2ny=0.

Notamos que o operador diferencial associado & essa equacao dife-
rencial ndao é de Sturm-Liouville, pois o coeficiente do segundo termo
ndo é igual a derivada do coeficiente do primeiro termo. E bastante in-
teressante que o operador em questao seja de Sturm-Liouville, ou seja
autoadjunto, pois terd as seguintes caracteristicas: possuira autovalo-
res reais; suas autofuncoes serao duas a duas ortogonais, e formarao
um conjunto completo.

As solugoes da equacao diferencial de Hermite, que sao os polind-
mios y = H,(x) nio sdo duas a duas ortogonais segundo o produto
escalar usual,

+o0
(H,, H,,) = H,(x) Hp(x)dx .
—0o0

O que fazemos, entao, ¢ introduzir mudancas de modo a transfor-
mar o operador em um do tipo Sturm-Liouville.

Uma transformacao atende essa exigéncia:

z2

on(r) =€ 7 y(x)
pois, substituida na equacao de Hermite, transforma-a em:
o+ @2n+1—2") =0

que é claramente de Sturm-Liouville. Mas essa é exatamente a equagao

de Schréodinger para o oscilador harmoénico, que tratamos na se¢do

anterior. Voltamos, portanto, a solu¢ao anteriormente discutida.
Note que o produto escalar para as funcgoes ¢ se escreve:

(©ns om) = /_+oo e H,(x) H,,(z) dx .

[e.9]

e essas sim serao duas a duas ortogonais. Podemos ver essa rela-
c¢ao como sendo a relacao de ortogonalidade para os polindmios de

Aula
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Hermite, mas observe que existe uma funcdo peso, dada pela Gaussi-
2
ana e ¥ .
A relacao de ortonormalidade completa, é escrita:

+oo
/ ¢ Hy(z) Hy(z) dz = 2" 0l /T 6 -

[e.e]

A funcao geratriz para os polinémios de Hermite é:

[eS) m
g(:r,t) — e—t2+2t:ﬂ — § Hn(x) _‘
n!

n=0

e algumas relagoes de recorréncia podem ser deduzidas a partir dela,
como

Hy1(x) =22 H,(z) —2nH, 1(x),
H/ (x)=2nH, ().

Os polindémios de Hermite tém uma paridade bem definida, obe-
decendo:

H,(—z)=(-1)"H,(x).
Uma forma alternativa de calcular os varios polinémios é:

H,(z) = (-1)" " d_ s (7.10)

dx™ ¢

(i) (a)

a menos de constantes, sao chamados de operadores de elevagao e di-
minuicao de indices, ja que seu efeito é o de passar de uma autofuncao
a outra, assim:

Os operadores

aT (I)n = (bn-l—l
a®, =&,

a3

e,sen=1,ad, =0;
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a = [F <p+dip).

No contexto da teoria quantica de campos, o campo eletromagné-
tico é quantizado, e os pequenos "tijolos" de que a radiacao eletro-
magnética é constituida sao os fétons (da mesma forma que a matéria
é constituida de "blocos fundamentais", que sdo os atomos). Mas,
quando o campo eletromagnético interage com a matéria, fo6tons po-
dem ser absorvidos (como por exemplo no efeito fotoelétrico) ou emiti-
dos (como no caso da produgao dos raios X, ou "brehmstrahlung"), de
modo que as vezes o nimero total de fotons muda. Matematicamente,
usamos os operadores de criacdo e aniquilacdo, semelhantes a o' e a,
para descrever tais processos. Alis, o simbolo ' ndo é na verdade um
lembrete que se "soma" um ao indice, ele indica que a' é o operador
adjunto de a. E a é o adjunto de a'.

Para finalizar, veja alguns exemplos de polinémios de Hermite:

Ho(z) =1; Hy(z)=2x; Hy(x)=142"-2
H3(v) = 82° — 12z;  Hy(z) = 162" — 4827 +12.

ATIVIDADES

1. Calcule, com o auxilio da relagao de normalizacao dos polindémios
de Hermite, as constantes C, que aparecem na expressao das
autofungoes v,, do oscilador harménico quantico.

2. Calcule o polinémio Hy(x) usando a relacdo (7.10).

3. Calcule as constantes (3;, J» que apareceram na definicdo dos
operadores de criacdo e aniquilacdo a' e a.

4. Mostre, sem se preocupar com a questao dos dominios dos ope-
radores, que a! é o adjunto de a.

5. Calcule a probabilidade de transicao do estado m ao estado n
de um oscilador harmonico. Ela é dada por:

/_+OO e ™ Hy(z) Hy(z)dz .

e}

Mostre que essa integral é nula exceto quando m =n + 1.

Aula
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

A resposta do problema 1, para vocé conferir:

Cn = <%>1/4 (2" nt)?

No problema 4, vocé obtém o adjunto de um operador A com o
auxilio da expressio (Ap, 1) = (p, A1) para quaisquer ¢, 1.
O produto escalar é dado por (p, 1)) = fj;o o* dz.

No problema 5, para a relacao ficar mais parecida com a re-
lagao de ortonormalizacao dos polinémios de Hermite, use a
relagdo de recorréncia em que aparece x H,(z), que deve ser
escrito como uma soma envolvendo H, ., e H, 1.

CONCLUSAO

Vimos nesta aula as propriedades basicas dos polinémios de
Hermite, em particular chamamos a atencao para a relacao de or-
togonalidade, que permite calcular valores esperados de operadores
representando grandezas fisicas no dominio microscopico.

RESUMO

Nesta aula vocé tomou contato com os polindmios de Hermite,
que aparecem na solucao do problema do oscilador harmoénico quan-
tico.

PROXIMA AULA

Na proxima aula estudaremos os polinomios de Laguerre, fungoes
especiais que aparecem na solucao da equagao de Schrodinger para
atomos hidrogenoides.
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