Transformacdes Integrais Aula

Transformacoes Integrais

METAS

Introduzir nocdes bésicas das transformacdes de Fourier e Laplace, e discutir
algumas aplica¢des em problemas de fisica, como problemas de contorno envolvendo
equacdes diferenciais parciais, ou equacdes diferenciais ordinarias.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de: calcular transformadas de Fourier e
Laplace de funcdes elementares; aplicar a técnica das transformadas de Fourier e
Laplace para resolver equacdes diferenciais usualmente encontradas na fisica teérica.

PRE-REQUISITOS
Espacos vetoriais e métricos, equacdes diferenciais ordinarias e parciais, séries de

Fourier.
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INTRODUCAO

Como ja comentamos em outras oportunidades, muitas vezes as
equagoes da fisica tedrica se expressam na forma de equacgoes di-
ferenciais ordinérias, ou entdo equacoes diferenciais parciais. Uma
das técnicas para se resolver ambos os tipos de equacoes consiste em
usar transformacoes integrais, como por exemplo a transformacao de
Fourier, ou a de Laplace, que efetivamente transformam a equacgao
diferencial em uma equagao do tipo algébrico. Resolvida esta equagao
algébrica, obtém-se pela antitransformada a fun¢ao incognita, solugao
da equacao diferencial de partida. Para facilitar o uso, ha tabelas de
transformadas e de antitransformadas, para Fourier e Laplace. Nesta
aula veremos como se pode usar essa ferramenta poderosa para atacar
problemas de fisica.
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Chama-se transformacao integral o operador Z : f — ¢, onde

g(w) =T f(z) = / K(w,a) f(o) de

K (w,x) é o nicleo da tranformagao integral, e g(w) é a transformada
de f(z) pela transformagao integral Z. Alguns autores costumam usar
o termo nicleo em inglés: kernel.

Ha varias transformagoes integrais tteis em fisica; listamos algu-
mas na tabela 9.2.

Transf. Integral Forma Nicleo
de Laplace gw) =[5 f(x) e dx e e
de Hankel gw) = [°f@)z Jp(wa)de  xp(we)
de Mellin g(w) = [ f(z) z* " da @1
de Fourier g(w) = \/% 7 fx) e ™ da \/%7 e T

L

de Fourier-cosseno g(w) = &= [ f(@) coswa da 5= COSWT

de Fourier-seno  g(w) = \/%7 2 f(z) senwz dx 5= SEnWI

Tabela 9.2: Algumas transformagdes integrais importantes.

Nos vamos nos restringir as transformacoes de Fourier e Laplace,
por serem as mais empregadas em aplicacoes fisicas.

E bom observar que alguns autores introduzem a transformacao
de Fourier com o niicleo e™™?/ V/2m; outros, ainda, esquecem o fa-
tor 1/y/27. Estas alteracdes ndo trazem mudancas importantes nos
resultados que comentaremos.
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9.1 Transformadas de Fourier

Uma vez definida a transformada de Fourier de uma fungao f(z),

]' * —lwT
g(w>:\/—2—ﬂ/_mf(x)e iz,

vamos obter a chamada transformada inversa de Fourier. Para tanto,
multiplicamos ambos os lados desta tltima equacio por g(w)e™?® /v/2n
e integramos em relagao a w,

1 & - 1 & o o
- wx - iw(z' —x)
o /_Oog(w)e dw o /_OO dw /_Oo f(z)e dx .

Mudando a ordem de integracao no lado direito da igualdade,

[e.e]

1 ° - o 1 —
Nt /_Oog(w) e dw = /_OO f(z)dx Dy /_OO gl(@' =) dci (9.1)

'

onde o termo indicado pela chave, no lado direito da tltima expressao,
vale infinito se © = 2/,

1 o
= ldz = oo,
o | T =00
e valera zero se x # 2/,
1 - iw(z' —x) 1 > .
— e dw = — dw [cosw 0z + isenw dz| = 0
2 J_ 2r J_ o

uma vez que as funcoes seno e cosseno tém integrais nulas em cada
periodo completo.

Uma "funcao" que assume esses valores é a "funcao" delta de Dirac,
que estudamos em Métodos de Fisica Teérica I,

oo, xr=10
o) = { 0, 240
ou, se quisermos mudar o argumento de delta,

, 0, r=u1a
5(:5—93)2{ 0. x4
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Na realidade, a distribuicao delta é melhor definida pela acdo do
funcional delta sobre uma funcao f,

@V%Z[%f@ﬁ@—xmhszﬁ

Usamos essa ultima propriedade, apds substituirmos a parte mar-
cada pela chave na expressdo (9.1) por um 6(x — z’), para obter:

\/%_W /_00 g(w) ™) dw = /_00 f(x)d(x — ') de = f(2').

Acabamos de descobrir a transformada inversa de Fourier,

]' > Wwr
fmiﬁhwnm

(apenas trocamos z’ por x).

Esquematicamente, a transformada de Fourier F de uma funcao
f(z) & g(w),

g(w) = F f(x)
e a transformada inversa de Fourier (ou antitransformada) de g(w) é
f(),
fla)=F " g(w).

Vamos agora estabelecer a ligacao entre as séries de Fourier e as
transformadas de Fourier. Vimos, em Métodos de Fisica Teérica I,
como obter expansoes em série de Fourier para funcgoes periddicas,

como a onda quadrada (figura 9.1) e a fun¢do dente de serra (figura
9.2).

i foo

111,
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Figura 9.1: A funcao periédica onda quadrada, muito comum em
estudos de correntes elétricas.

Aula
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> X

Figura 9.2: A funcao periédica "dente de serra".

Tomemos, desta vez, uma funcdo periodica f(x) com periodo T,
como ilustra a figura 9.3. Sua série de Fourier é dada por:

f(l') _ Z Cnei%’rn:c

1_ +T/2 @) i o 1 [T/ @) .
= — f(x)dr + et —/ flx)e "7 dx.
T/—T/2 “ T J 1
(n#£0)
4 fooy
& i X
_1?2 -|-1)z

Figura 9.3: Uma funcao periddica de periodo T'.

A série de Fourier consiste, assim, de termos (os "harmonicos"):

correspondendo a movimentos oscilatérios de frequéncias:

2 47 o6
T’ T’ T’

( 150
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e de periodos:

g )
As frequéncias angulares (correspondentes aos varios harmonicos)
sao:

T

Y

T T
2 )

2
Wy, = %n =nAw
sendo Aw = 27/T. Os periodos dos harmonicos sdo dados por
r_m T
Wn N
Escrevemos, entao:
1 [T/ 00 Aw [FT/2
=7 [ rades e S8 fwy e
T J 1 Z 21, J 12
n=Tee 1T
(n#0)

Desejamos, agora, representar uma func¢ao f(x) ndo-periédica. Ob-
serve novamente a figura 9.3: uma fun¢ao nao-periédica pode ser vista
como uma funcao periédica de periodo 7" — oco. Note que, com isso,
Aw — 0, e os valores permitidos de w, que antes constituiam um
conjunto discreto, passam a ocupar todo o "eixo" w. Ou seja, os va-
lores estao dentro de um continuo, parte de um eixo real. Também,
uma soma nos valores de w,, vai se transformar numa integral sobre a
variavel w. Suporemos que f(z) seja absolutamente integravel, isto é,

[ i@ <

Nessas condigoes, a série para f fica:

1 +T/2
f(z) = lim = / f(z)dz+
BT L 7O
0
% +T/2
+— lim Awe“’“/ f(z)e " dx
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e obtemos assim a féormula da transformacao inversa de Fourier!
A transformada de Fourier pode ser portanto interpretada como
uma expansao, agora, de uma fun¢do nao-periddica.

Calcularemos, no que segue, a transformada de Fourier de uma
derivada df /dz. Seja, como antes, g(w) dada por

+oo
o) === [ fa@)e = i),
A transformada de df /dx é obtida de:

R T
g1 = d:E 5
f(x)e—zw:c e 1 e . —wx
= {W B (—iw) f(x) e ™ dz.

Segue dai que

g1(w) = (iw)g(w).
Analogamente, mostra-se que

4’ f 2

galw) = FoL = (1w)g(w) = 2 glw)

g3(w) = F= = (iw)’g(w) = —iw’ g(w),

Exemplo A equacio que descreve a posicio de cada ponto de um
fio longo esticado (veja a figura 9.4) é a equacdo das ondas,

0%y 1 0%y

0z w2 o2’
no limite de pequenas oscilagoes. Aqui, v é a velocidade da onda
que se propaga no fio, suposta constante; y = y(x,t) é a incognita,
descrevendo a "altura" de cada ponto do fio, ou seja, o quanto este
ponto se deslocou em relagao a sua posi¢ao de equilibrio (veja a figura
9.4). Vamos supor que, no instante inicial ¢ = 0, a forma do fio seja
dada por uma funcao f(x),

y(x,0) = f(x)
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fio

4 (x,0) = foo

Figura 9.4: Ondas transversais propagando-se num fio longo. A figura
mostra a forma do fio num instante inicial.

(esta é a chamada "condigdo inicial", ou condi¢do de contorno, do
problema).

Resolveremos este problema, da equagio diferencial parcial (equa-
¢ao das ondas) mais condigoes de contorno, com o auxilio da transfor-
mada de Fourier.

Fazendo a transformagao de Fourier da equagdo das ondas (note
bem, aplicamos o procedimento nos dois lados da equagio),

/+oo 62 —zwmd _ 1 62 1 oo ( ) —z’wmd
2T Ox? v v2 Ot? \ 2 Te v

obtemos

()Y@ ) =~ L v
’ v? Ot?
onde Y (w,t) = Fy(z,t). Note que a transformacgdo de Fourier é feita
na variavel x; t fica fixo, intocado nesta transformagcao.

A vantagem do uso da transformacao de Fourier, no caso, foi que
reduzimos uma equacao diferencial parcial numa equacao diferencial
ordinaria (em t), que pode ser resolvida pelas técnicas ja vistas ante-
riormente.

Pondo

Y(w,t) = ¢(w) T'(t)

vemos que a dependéncia temporal de Y vale:

T(t) — e:l:z'th

Aula
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e assim
Y(w,t) = ¢(w) e =Y (w,0) e = [Ff(x)] e
A antitransformacao nos devolve a fung¢do incognita y(zx),
y(z,t) = F 'Y (w,t) =F "{[Ff(x)] e}

= \/% /_ Oo[ff(x)] et tivn g,
X . iw [z £ vt]
- \/—2_7r/_ [Ff(x)]e o = f(a") = fx L ot).

Na pentltima igualdade, usou-se que F'F f(z) = f(x).

Obtivemos por este procedimento duas solugoes, que sao linear-
mente independentes, e tém significado fisico sugerido na figura 9.5.
Uma solugdo, f(x — vt), consiste numa onda que evolui com o tempo
(chamamos de onda progressiva), caminhando com velocidade cons-
tante v para a direita. Note que o "formato" da onda é dado pela
mesma fungdo f(x) mencionada no enunciado deste exemplo. As-
sim, a onda nao alterou sua forma, em relacao ao instante inicial,
apenas deslocou-se a direita. A segunda solugao, correspondendo a
f(z+wvt), implica numa onda deslocando-se a esquerda. Por exemplo,
num tempo ¢, o "pico" dessa onda estara na posi¢cao r = —uvt, de modo
a termos nesse instante de tempo o valor f(0) (o méaximo da funcao

f ().

Af (x-art) A
" oF g focant)

SN ', S 2.\ N

Figura 9.5: Ondas num fio longo, propagando-se para a direita ou
esquerda.

Define-se convolugio de duas fungées f(x) e g(x) como

f*gz\/%—ﬂ/_:og(y)f(x—y)dy
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e a transformada de Fourier de uma convolucgao da:

+OO —zwx +oo

F(f*g) = \/% v 8 9(y) fx —y)dy

+oo +oo
= g/ dy 9(y) { fle— ?/)fw(x_y)d(x —y)|e ™

\/ﬁ‘;‘(w)

1 oo ,
= — d e " F(w
Vo L Lt
= Fw)Gw) = [Ff@)] [Fg(x)].
Em palavras: a transformada de Fourier de um produto de convo-

lugao de duas fungoes, é igual ao produto das transformadas de Fourier
das duas fungoes.

Obteremos em seguida a relacao de Parseval, a partir da expressao
para o produto escalar de duas fungoes. Se f(x) e g(z) sdo funcoes a
valores complexos, seu produto escalar usualmente é indicado:

—+00

(fr9) = [ (@) g(x) dx

+oo +o00 +oo
_ dx _/ F* =T ], / G T 0y
[Cok] 7=

+oo +00 1 +oo
= / dw/ daF*(w) G(a) — o / da e

6(u?:a)

_ /_ T WP (W) GW) = (F,G).

[e.e]

Conseguimos deduzir a relagao de Parseval,

(f.9) = (Ff, Fg)

(o produto escalar de duas fungoes é preservado quando tomamos a
transformada de Fourier dessas fungoes).

Como um tltimo toépico desta secao sobre transformadas de Fourier,

falaremos um pouco sobre as representacoes z e p da mecanica quan-
tica, ou mais especificamente: sobre a ligagao (de ordem matemética)
entre essas duas representagoes.

Aula
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No mundo microscopico, dos &tomos, moléculas, uma particula mi-
niiscula tal como o elétron nao se comporta como particula, e sim como
onda, e nesse sentido estd "espalhada" pelo 4&tomo ou molécula em
questao. Uma particula microscopica é, portanto, descrita matemati-
camente por uma "funcao de onda" v, que contém toda a informacao
possivel de ser obtida sobre aquela particula. Usualmente, 1) é uma
funcao que associa cada ponto do espago a um numero complexo,

Y :R*— C

mas aqui, por simplificacao, consideraremos apenas um sistema quan-
tico unidimensional, como se, por exemplo, o elétron pudesse se mover
apenas em cima de um segmento de reta, com o que a fun¢ao de onda
tem a acao:

v:R—C.

Na chamada representacao x, ou representacao da posicao, a fun-
¢ao de onda ¢ (z) terd um valor (um nimero complexo) para cada
posi¢ao x do elétron. Os seguintes postulados sao validos na represen-
tacao x:

(a) ¢v*(z) v (x)dx é a probabilidade de encontrar a particula entre
as posicoes = e x + dux;

(b)

“+o00
V() Y(x) do =1

—00

(esta é a condigdo de normalizagdo, e equivale a dizer que a
probabilidade de encontrar a particula em qualquer lugar do
eixo x é 1, ou cem por cento);

—+00

(z) = () T (x) de

—00
é o valor esperado da posicao x, e significa uma média de um
nimero muito grande de medidas da posicao daquela particula
microscopica;

“+o00

—00
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é o valor esperado da grandeza A. O simbolo A especifica o
operador matemaético representando a grandeza fisica A.

Nessa representacao, 7 é um operador de multiplicagdo, e

d
s_ i
P ! dx

é o operador momento linear.

Na representacao p, havera uma funcao de onda no espacgo dos

momentos, g(p),
9(p) :R— C,

sendo validos os seguintes postulados:

(A) g*(p) g(p) dp é a probabilidade de que a particula tenha momento
entre p e p + dp;

(B)

(©)

(valor esperado do momento linear);

(D) +oo
(A) = /_ g*(p) Ag(p) dp

[e.e]

(valor esperado da grandeza fisica A na representacdo dos mo-
mentos).

Na representacao dos momentos, p é um operador de multiplicagao,
e T = +ihd/dp, de modo bastante simétrico com relagio a representa-
¢ao das posicoes.

As duas representacoes sao diariamente usadas pelos fisicos. O que
liga as duas representacoes uma a outra? A resposta estd na conexao
entre as duas funcoes de onda,

1
vV2rh

9(p) = Fi(x) = / ) e

Aula
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+oo
Qﬂ(x):f‘lg(p):\/;r—ﬁ/_ g(p) e /M dp.

Assim, passa-se de uma representacao a outra através de transfor-
macoes de Fourier.

Observe a mudanca na constante da transformada de Fourier: em
vez de 1/4/2m usou-se 1/v/27h, devido ao fato de trabalharmos aqui
com p e ndo com k = p/h.

Exibiremos também os complexos conjugados dessas duas tltimas
expressoes, que serao tteis nos calculos seguintes.

1 oo

" Varh ) oo
o @) = [Fl)] = \/217T—ﬁ / " ) ey,

A equivaléncia entre as representacoes x e p pode ser estabelecida,
mostrando que os postulados (a)-(d) sdo equivalentes aos (A)-(D). Por
exemplo, para mostrar que (b) e (B) sdo equivalentes, fazemos:

400 +o00 t+00
1= w*wx:/ (fw)*(fw)de/ g gdp

[e.e] —0o0

9" (p) = [Fy ()] W (z) et dy

onde empregamos a relacdo de Parseval. A rigor, partimos de (b) e
chegamos ao resultado (B). Mas fica evidente que, partindo de (B) e
usando de novo a relagdo de Parseval, chegamos a (b), o que mostra
as implicacGes nos dois sentidos, (b) = (B) e (B) = (b).

Ja (d) implica em (C),

o= [ :Ow* (—m%) $dz

1 “+oo +0o0
= dp g*(p) / dp' g(p') x

2rh ) o .

+oo . d .
X / dx e Po/T [ _ip— | etw'=/h
o dx

+o0o +o0o 1 +oo o,
= / dp g*(p) / dp' 9 p' / dz e ®'~P)r/h
_ _ 21h

(e} [e.e] —00
/

-~

3(p’'—p)

= /_+OO g (p)pg(p)dp.

(e}
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Pode-se mostrar, de modo semelhante, que (C) implica em (d).

Vocé deve lembrar-se também de que a transformada de Fourier
de uma derivada, Fdiy/dz dava iwF1), onde, agora, w = p/h. Em
palavras: a transformada de Fourier da derivada leva a transformada
multiplicada pela variavel (neste caso, p). Entdo, se T era operador
de multiplicagdo e p = —ihd/dx, quando efetuarmos as transformadas
de Fourier (isto é, quando passarmos & representagdo p), p vira um
operador de multiplicacdo. Ja ¥ assumird a forma de um operador
tipo derivacgao.

Y=z F pPg=npg
py = —ihdy/dx — Tg=+ihdg/dp
ATIVIDADES

1. Ache a transformada de Fourier do pulso triangular da figura
9.6.

fix)

-1/a +1/a X

Figura 9.6: Figura para o Problema 1.

2. Ache a transformada de Fourier do potencial degrau,

0, <0
V(x):{vo, x>0

> )
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3. Mostre que a transformada de Fourier da funcdo de onda do
estado fundamental do oscilador harménico,

() = (ma?) " i

CL2 a?p?

_ —1/4 %2
9(p) = (=z) e =
(») = (=) ,
ou seja, mostre que a transformada de Fourier de uma Gaussiana
¢ outra Gaussiana.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Vocé tera que usar a definicao de transformada de Fourier para
atacar as duas primeiras questoes, além de, naturalmente, cal-
cular algumas integrais simples. Na terceira, também tera de
usar a definicdo; mas ai vocé vai precisar "completar o qua-
drado" na exponencial obtida, para fazer uma mudanca de
variaveis, e calcular a integral através da funcao gama. Com-
pletar o quadrado significa, aqui, acrescentar uma nova expo-
nencial com um termo constante convenientemente escolhido,
tal que:

Az? Bz A(z—2z0)? C

e et =e e’

quanto & mudancga de variavel, seria algo como t = = — .

9.2 Transformadas de Laplace

Define-se a transformacao integral de Laplace, ou transformada de
Laplace, da fungdo F'(t) através da expressao

ﬁﬁﬂ):f@p:lwaﬂF@dt

Como um exemplo simples, calculemos a transformada de Laplace
da fungdo F(t) = 1 (para qualquer t real):

e st 1
—s

£F®:£1:/ a%ﬁ:{
0

0 S
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F(t) f(s) =L F(t) Restricao
1 L 5s>0
t s% >0
" L s>0,n=0,1,2,...
et o s>a
t((nni_lﬁ?t (s—la)" §>a
%:zbt m a#b, s>max{a,b}
sen at T 5s>0
cos at T s>0
t cosat (35224:;22)2 s>0
at — senat Wia?) 5s>0
sen at — at cos at % 5>0
senh at e s> |al
cosh at e s > |al

Tabela 9.3: Transformadas de Laplace de func¢oes elementares.

Note que, para esse resultado ser vilido é necessaria a restricao
s > 0, para que o calculo no limite superior seja convergente, e ** — 0
quando t — oc.

E possivel, portanto, calcular tais transformacoes efetuando inte-
gragoes desse tipo. A tabela 9.3 mostra resultados obtidos transfor-
mando algumas func¢oes elementares.

Apresentamos a seguir condigoes suficientes para a existéncia das
transformacoes de Laplace:

Aula
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(a) F(t) precisa ser, pelo menos, seccionalmente continua para
0<t<N;
e

(b) F(t) precisa ser no méaximo de ordem exponencial y para t > N.

Lembremos que uma func¢ao seccionalmente continua, também cha-
mada continua por partes, é continua exceto num conjunto de pontos
em que faz saltos finitos. J4 uma fungao F'(t) é de ordem exponencial
v se, para todo t > N, existir um nimero M tal que

IF(t)] < M.

E preciso observar que as condicdes acima sdo suficientes para a
existéncia da transformada de Laplace, mas ndo sdo necessdrias.

Listaremos a seguir algumas propriedades da transformacao de La-
place.

e Linearidade: para quaisquer nimeros a, b e fungoes F, G,

L (aF+0G)=aLF+bLG

e Translacao: aqui ha duas expressoes traduzindo as propriedades
de translacao,

(i)
L[e"Ft)] = f(s—a)

(ii) Sejam
LE(t) = f(s),

[ F(t—a) ,t>a
G(t)_{ 0 t<a

entao

LG(t) =e ¥ f(s).
e Mudanca de escala,

LRt =~ 1)
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e Transformacoes de derivadas (importante!),
LF'(t) =sf(s) — F(0)

onde F'(t) deve ser continua para 0 < ¢ < N e de ordem exponen-
cial para t > N. E possivel estender esse resultado para o caso
de F'(t) seccionalmente continua: se F'(t) tiver, por exemplo, um
salto finito de altura h = F'(ay) — F(a_) em t = q,

LF'(t) =sf(s) — F(0) — he™* .

(e, se houver N saltos finitos, teremos que subtrair N termos
semelhantes & esse dltimo, um para cada salto). No caso da
transformacao da derivada segunda,

LE"(t) = s2f(s) — sF(0) — F'(0)

com F(t) e F'(t) continuas em [0, N] e sendo F' de ordem expo-
nencial para ¢t > N.

e Integrais,

e Divisao por t,
L —Fit) :/ f(u)du

(se existir o limite de F'(t)/t com ¢ tendendo a zero).

Outras propriedades podem ser encontradas em tabelas, como a
de Abramowitz-Stegun ou Gradshtein.
Vamos introduzir agora a transformada inversa de Laplace.
Se LF(t) = f(s), isto é, f(s) é a transformada de Laplace da
fungdo F(t), entdo F(t) é a transformada inversa de Laplace de f(s),

1 y+ioco
F(t)=L""f(s) = —/ e f(s)ds .
270 )y ino
A integral acima é normalmente calculada por residuos. O para-
metro v corresponde a um valor da abscissa s tal que todos os polos
do integrando se encontram a esquerda de uma linha paralela ao eixo
das ordenadas, passando por s = 7.
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Tabela 9.4: Algumas antitransformadas de Laplace.

Alguns exemplos de transformadas inversas de Laplace podem ser
encontradas na tabela abaixo.

Nao é dificil notar que essa é a mesma tabela 9.3, com as colunas
agora dispostas em ordem trocada.

Vamos em seguida nos concentrar em alguns exemplos que mos-
tram o uso que se pode fazer das transformacoes de Laplace.

Exemplo Resolva a equagdo diferencial
X +w?X =0

por transformagao de Laplace. Adote como condigGes iniciais X (0) =0,
X(O) = 1p.

Tomamos a transformacao de Laplace nos dois lados da equacao
diferencial para X,

d> X (t)
dt?

d*X (t)

£ dt?

+ WX ()| =L +WwLX(t)=0

e chamando LX (t) = z(s),
s%2(s) — sX(0) — X'(0) + w?zx(s) =0

de onde se obtém, ap6s usar as condicoes iniciais,

Vo Vo w

z(s) = —— =

$?+w?  wsttw?
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Consultando a tabela 9.3 para encontrar a antitransformada, acha-
mos:

X(t) = Dsenwt .
w

Exemplo Determine o campo elétrico transversal E(z,t) propa-
gando-se ao longo do eixo x, obedecendo a

OPE(x,t) 1 O*E(x,t)
or2 w2 O
e sujeito as condigdes iniciais F(z,0) = 0, F(0,t) = £(t) (sendo £(¢)

uma fun¢do dada) e [0F/0t|;—9 = 0.
Aplicando a transformada de Laplace a equagao diferencial parcial,

02 1, 1 1 [0F
92 e(z,s) = 2 e(x,s) — o E(z,0) — ] {E] (x,0)
onde LE(x,t) = e(x,t). Tendo em vista as condigdes de contorno,
o 1
) e(z,s) = ) s e(x,5)

e resolvendo essa equacao diferencial simples,
e(z,t) =aev® +be v" =b(s) e »®

(a foi escolhido como zero, para manter a fungio e(z,t) limitada).
Antitransformando, obtemos:

E(x,t) = B(t — %) ,

sendo LB(t) = b(s). Como E(0,t) = E(t) = B(t),

Et—2) (t>2)
E(x’t>:{ t<2).

ATIVIDADES

1. Usando a transformacao de Laplace, resolva a equacao diferen-
cial
y—y—6y=0,
sujeita as condigoes iniciais y(0) = 0, y(0) = +3.
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2. Usando a transformacgao de Laplace, resolva a equacao diferen-
cial
y—y—2y=0,

sujeita as condigoes iniciais y(0) = 1, y(0) = 2.

3. Ache, através da transformagao de Laplace, a solu¢ao da equacao
diferencial seguinte,

§(t) + Ky(t) = o(t)

sujeita as condigdes iniciais y(0) =0 e y(0) = 0.

Dica: calcule explicitamente a transformada de Laplace da fun-
¢ao delta de Dirac, lembrando que

/f(x) d(z —a)dx = f(a).

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Veja os exemplos no texto. Respostas: (1) £ (€% —e72); (2)

e’; (3) 1 sen kt.

CONCLUSAO

Vimos que o emprego da transformada de Laplace torna muito sim-
ples a resolucao de equagoes diferenciais; tal facilidade esta associada
ao uso de tabelas que nos poupam de efetuar calculos complexos (como
o calculo de integrais variadas). A transformagéo integral de Fourier
também tem igual potencial. Seu uso na mecéanica quantica estabelece
uma ligagdo entre as representagoes da posicao e do momento.

RESUMO

Nesta aula foram apresentadas as noc¢oes béasicas e propriedades
das transformadas de Fourier e Laplace, bem como mostramos seu
uso para resolver equagoes diferenciais parciais e ordinarias da fisica
tedrica.
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PROXIMA AULA

Serao apresentadas as nocoes bésicas dos tensores e exemplos de
seu uso na fisica.
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