Aula

PROBABILIDADES:

EXPERIMENTOS ALEATORIOS E
DETERMINISTICOS, ESPACO AMOSTRAL,
PRINCIPAIS EVENTOS, TEOREMA DA SOMA E
TEOREMA DO PRODUTO

META

Trabalhar o que sejam experimentos aleatérios, visto que estes
diferentemente dos experimentos deterministicos s6 tém resultados
conhecidos apoés sua realizagéao.

Como estes experimentos ndo tém resultado final associado as
condi¢gBes de execugdo vamos trabalhar o comportamento probabilistico
de poderem acontecer em determinado espac¢o amostral.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o estudante devera:

Diferenciar um experimento aleatério do experimento deterministico.
Elaborar espacos amostrais para 0s experimentos aleatorios.

Trabalhar com os principais tipos de eventos e calcular as probabilidades
de ocorréncia de eventos associados a experimentos probabilisticos.

PRE-REQUISITO

Conhecimentos de Teoria dos Conjuntos e Andlise Combinatoria,
assuntos que séao tratados nesta aula dentro das necessidades dos
temas a serem desenvolvidos, além de Papel, Calculadora ou
Computador para realizacdo dos calculos.
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INTRODUCAO

Olal Tudo bem? Vamos sair um pouco da estatistica deterministica
vista até agora com o estudo da estatistica descritiva para trabalhar com o
conceito mais abstrato do calculo de probabilidades que envolvem a in-
vestigacdo de experimentos aleatorios.

Historicamente, esta teoria surgiu por volta do século XVII, baseado
principalmente nos jogos de azar, como roleta e cartas. Este uso de pro-
babilidade continua fazendo parte da vida da maioria das pessoas que
desconhecem as regras para seus calculos, mas utiliza a probabilidade de
ganho em jogos de loterias, bingos, corrida de cavalo etc. Todavia hoje a
utiliza¢do das probabilidades ultrapassou de muito o ambito desses jogos.
Governos e empresas passaram a incorporar a teoria das probabilidades
em suas atividades, dando prioridade a aquelas que apresentam uma rela-
¢do custo/beneficio maior. Inumeras sdo estas situacdes como, por exem-
plo: pesquisa de mercado para introdu¢do de um novo produto, previsao
de safras, avaliagdo do impacto de uma reducio de impostos sobre a in-
flagdo, impacto de campanhas de saude etc. Tudo isso contém algum ele-
mento de acaso, ndo se sabe o resultado final, mas com certeza existe
uma forte associa¢do com o sucesso dos experimentos de acordo com
suas probabilidades.

Sabemos que a utilizagdo das probabilidades indica a existéncia de
um elemento de acaso, ou de incerteza, quanto a ocorréncia ou nao de um
evento. Estes eventos mesmo possuindo determinadas tendéncias de ocor-
réncias podem levar a distintos resultados, quando repetidos nas mesmas
circunstancias, dificultando dessa maneira a previsio de um resultado
tuturo. Assim € que, em muitos casos, pode ser virtualmente impossivel
afirmar o que ocorrera com determinado experimento.

No entanto embora ndo seja possivel estabelecer a priort os resultados
de uma experiéncia, podem-se prever com certo grau de seguranca, seus
possiveis resultados. Para isto nesta aula vocé vai ter a oportunidade de
iniciar o estudo de probabilidades passo a passo, construindo espagos
amostrais, além de elaborar calculo de tendéncia de ocorréncia de eventos,
aplicando inclusive alguns teoremas basicos do estudo de probabilidades.
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EXPERIMENTOS ALEATORIOS
E DETERMINISTICOS

Podemos distinguir dois tipos de experimentos. Observe as seguintes
situagdes:

1. Experimentos do tipo I: Uma injecdo contendo uma substancia letal,
altamente eficaz, que tem efeito em apenas 10 minutos, ¢ aplicada em 10
cobatas. Apos duas horas, o nimero de sobreviventes ¢ contado.

2. Experimentos do tipo II:

a) Jogar uma moeda e observar a face voltada para cima.

b) Medir o tempo de sobrevida de um paciente com cancet, ap6s aplica-
¢do de quimioterapia.

Podemos dizer que no experimento I, o resultado ¢ conhecido a priori,
ou seja, antes de se realizar o experimento. Assim, fatalmente ndo havera
sobreviventes no primeiro exemplo. Esses experimentos sao chamados
deterministicos e nio sdo de interesse do ponto de vista da probabilidade.

Ja os experimentos do tipo II sio chamados aleatérios e, por mais que
nos esforcemos em prever o resultado, ele s6 ¢ determinado apos a reali-
zagdo do experimento. Portanto, os experimentos aleatorios sao aqueles
que repetidos sob as mesmas condi¢cdes podem levar a resultados distin-
tos. Estes sim, s3o objetos de interesse da Teorta da Probabilidade.

ESPACO AMOSTRAL (S)

Sdo todos os resultados possiveis de um experimento.

Exemplo I: Nascimento de uma criang¢a quanto ao sexo. S = {M, F}.
Exemplo II: Nascimento de duas criangas quanto ao sexo: S = { MM, ME,
FM, FF}.

Exemplo IIT: Nascimento de trés crian¢as quanto ao sexo:

S = {MMM, MMF, MFM, FMM, FFM, FMF, MFF, FFF}.

Exemplo IV: Lancamento de um dado: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Exemplo V: Lan¢camento de dois dados:

S = {11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 206, 31, 32, 33, 34, 35, 30,
41, 42, 43, 44, 45, 40, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 61, 62, 63, 64, 65, 66} .

EVENTOS

Sdo subconjuntos do Espaco Amostral.

Principais Eventos
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1. Evento Impossivel: E aquele que ndo ocorre em nenhuma prova do

experimento.

Exemplo: No lan¢amento de um dado veriticar o nimero de elementos
do seguinte evento: A = {xi /xi>6} => A={ } - Ando possui
elementos.

2. Evento Certo: I aquele que ocorre em qualquer prova de experimento.
Exemplo: No langamento de um dado verificar o nimero de elementos
do seguinte evento: A = {xi / xi <7} => A ={1,2,3,4,5 6} -
Evento igual ao Espaco Amostral.

3. Evento complementar: Dado um evento A, o evento complementar
de A, denotado por A, é formado por todos os elementos do espaco
amostral que ndo estdo em A. Ver diagrama abaixo:

E imediato observar que:

A\A=S (espago amostral) "
A A=¢ @

CONCEITO DE PROBABILIDADE

Probabilidade — F o grau de confianca que se tem na ocorréncia de um
determinado evento.

Seja S um espago amostral finito e A um evento qualquer, entdo a
probabilidade de ocorrer A é: P(A) = n(A) / n(S)

n(A): E o nimero de casos favoraveis a0 evento procurado, enquan-
to n(S): E o niimero total de elementos do espaco amostral, relativo a0
evento investigado.

Essa probabilidade deve satisfazer as seguintes condi¢des:

a) 0 <P(\) <1 - Limites do calculo de probabilidade para evento
Impossivel (0) e evento certo (1).

b) P(S) =1

¢) Se A e B sdo eventos mutuamente exclusivos, entdo:

PAWB) =P ) +P(®B.
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TEOREMA DA SOMA: se A e B sdo dois eventos quaisquer retirados
de um mesmo espago amostral eles podem ser: Mutuamente Exclusivos
ou Niao Mutuamente Exclustvos.

1. Eventos mutuamente exclusivos

Dots eventos A e B sio considerados mutuamente exclustvos se a
ocorréncia de um deles impossibilita a ocorréncia do outro evento, isto é
eles nao podem ocorrer a0 mesmo tempo. Eventos complementares sdo
sempre mutuamente excludentes, mas a reciproca nem sempre é sempre
verdadeira.

Para dois eventos A e B, temos: P(AUB) = P(A) + P(B)
Para trés eventos A, B e C, temos: P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)

Exemplo: Um grupo de alunos ¢ formado por 10 alunos nascidos no
municipio de Stmdo Dias, 6 no de Poco Verde e 4 em Tobias Barreto.
Escolhendo ao acaso um aluno qual a probabilidade que ele tenha nasci-
do em Simio Dias ou em Tobras Barreto.

Seja: A{Aluno nascido em Simao Dias} e B{Aluno nascido em Tobias
Barreto}

Estes eventos sio mutuamente exclusivos, sendo escolhido aleatori-
amente um de Stmio Dias, automaticamente nao ocorre aluno de Tobias
Barreto e vice-versa.

Neste caso a probabilidade procurada ¢ a seguinte:

P(AUB) = P(A) + P(B); P(AUB) = 10/20 + 4/20 = 14/20 = 0,7 = 70%

2. Eventos nio mutuamente exclusivos

Dois eventos A e B sdo considerados nio mutuamente exclusivos
quando pode ocorrer a0 mesmo tempo, isto é: existe um ou mais elemen-
tos comuns a estes eventos, formando uma intercessao entre 0s mesmos.

Dois eventos:  P(AvB) = P(A) + P(B) — P(ArB)

Trés eventos: P(AVB\C) = P(A\) + P(B) + P(C) - P(A MB) —P(AC)
-PBMC) + PAMBMC)

Exemplo: Num grupo de 100 pessoas, 80 tem sangue Rh positivo, 45 tem
sangue tipo “O” e 35 tem sangue “O” com RH positivo. Escolhendo ao
acaso, uma pessoa deste grupo, qual a probabilidade de seu sangue ser do
tipo “O” ou ter Rh positivo?
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Seja:  A{Sangue tipo O} = 45 pessoas e B{Sangue com Rh

positivo} = 80 pessoas
P(AB) — Intercessdo dos eventos A e B, neste caso formada por
35 pessoas.

P(A\UB) = P(A) + P(B) - P(A B) = 45/100 + 80/100 — 35/100
= 90/100 = 0,90 = 90%

TEOREMA DO PRODUTO: a probabilidade de dois e mais eventos
ocorrerem simultaneamente em determinado espago amostral ¢ igual ao
produto das probabilidades destes eventos, considerando o fato dos even-
tos serem Condictonados ou Independentes.

1. Eventos Condicionados

Sdo aqueles em que a probabilidades de ocorréncia destes eventos
esta vinculado a ocorréncia de um ou mais eventos. Os eventos condici-
onados sao sorteados sem reposicao do evento escolhido, deste modo as
probabilidades de ocorréncias desses eventos em cada prova do experi-
mento sdo sempre diferentes. Sejam A e B dois eventos, denota-se P(B/A)
a probabilidade condicionada do evento B quando A tiver ocorrido, isto é:

PB/A) = P(AMB) /PN ou PAMB) = PA)*PB/A)
Para trés eventos: P(AMBMC) = P(A) * P(B/A) * P(C/A e B)

Exemplo: De 8 alunas de uma classe, 3 tem olhos negros. Se duas delas
sao escolhidas ao acaso, qual ¢ a probabilidade de ambas terem olhos
negros?

Seja: {primeira aluna com olhos negros} e B{segunda aluna com
olhos negros}

P(AMB) = P(A) *PB/A) = 3/8*2/7 = 6/56 = 0,1071 = 10,71%
2. Eventos Independentes

Sdo aqueles que podem ocorrer a0 mesmo tempo, isto é: a probabili-
dade de um deles ocorrer nio fica condicionada a que o outro tenha ou
ndo ocorrido e vice-versa. Estes eventos sido aleatortamente escolhidos
com reposi¢ao do evento sorteado, deste modo as probabilidades de ocor-
réncias dos eventos em qualquer prova do experimento é semptre a mes-
ma, visto que o espago amostral desses eventos continua sempre com o
mesmo numero de elementos.
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Dots eventos A e B, de S, sao independentes se e somente se:
P(A/B) = P(A) e PB/A) = P(B)
P(AM™B) = PA) *PB) e PAMBMC) = PA) *PB) * PC)

Exemplo: De 8 alunas de uma classe, 3 tem olhos negros. Se duas delas
sao escolhidas ao acaso com reposi¢ao da aluna sorteada, qual é a proba-
bilidade de ambas terem olhos negros?

Seja: {primeira aluna com olhos negros} e B{segunda aluna com
olhos negros}

P(AMB) = P(A)*PB) P(ANB) = 3/873/8 = 9/64 =
0,1406 = 14,06%

ATIVIDADES

1. Uma caixa com 20 latas de 6leo de arroz contém 4 com peso liquido
abaixo do especificado e 16 de acordo com a especificagio. Trés latas sdo
escolhidas ao acaso, sem reposicio, e classificadas.

a) Qual a probabilidade de que seja encontrada exatamente 1 lata com
peso liquido abaixo do especificado?

b) Qual a probabilidade de se encontrarem pelo menos duas latas com
peso liquido abaixo do especificado?

2. De 8 alunas de uma classe, 3 tem olhos azuis. Se duas delas s3o esco-
lhidas ao acaso, qual ¢ a probabilidade de:

a) Ambas terem olhos azuis?

b) Nenhuma ter olhos azuis?

c¢) Pelo menos uma ter olhos azuis?

3. Uma gaveta contém 5 pares de meias verdes e 3 de meias azuis. Tiram-
se 2 metas ao acaso. Qual a probabilidade de se formar:

a) um par verde?

b) um par de meias da mesma cor?

¢) um par com meias de cores diferentes?

4. Em uma cidade onde se publicam trés jornais A, B e C, constatou-se
que entre 1000 familias, assinam: A: 470, B: 420, C: 315, A e B: 110, A e
C: 220, B e C: 140 e 75 assinam os trés. Escolhendo-se ao acaso uma
tamilia, qual a probabilidade de que ela:

a) nlo assine nenhum dos jornais?

b) assine apenas um dos trés jornais?
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c) assine pelo menos dots jornais?

5. Em uma universidade, 40% dos estudantes praticam futebol e 30%
praticam natagdo. Dentre os que praticam futebol, 20% praticam tam-
bém nata¢do. Qual o percentual de estudantes que nio pratica nenhum
dos dots esportes?

6. Num grupo de 100 pessoas, 80 tem sangue RH positivo, 45 tem sangue
tipo “O” e 35 tem sangue “O” com RH positivo. Escolhendo ao acaso,
uma pessoa deste grupo, qual a probabilidade de seu sangue ser do tipo
“O” ou ter RH positivo?

7. A probabilidade de que Jodo resolva determinada questio é 1/5, e a de
que José resolva é 1/4. Se ambos tentarem independentemente resolver
a questdo, qual a probabilidade de que a mesma seja resolvida?

8. Uma companhia de seguros vendeu apolices a 5 pessoas, todas da mes-
ma idade e com boa saude. De acordo com as tabuas atuariais, a probabi-
lidade de que uma pessoa daquela idade esteja viva daqui a 30 anos ¢ de
2/3. Calcular a probabilidade de que daqui a 30 anos:

a) exatamente 2 pessoas estejam vivas.

b) todas as pessoas estejam vivas.

) pelo menos 3 pessoas estejam vivas.

9. Nas galinhas andaluzas, a prole de duas aves azuis ¢ preta, azul e bran-
ca na propor¢ao de 1:2:1. Num lote de 20 frangos orundos de duas aves
azuis, qual a probabilidade de tirarmos dois frangos azuis?

10. As probabilidades de trés médicos obterem sucesso em um exame sao
respectivamente 2/3, 4/5 e 7/10. Se cada um realiza o exame uma Unica
vez, qual a probabilidade de apenas 1 obter sucesso na tarefa executada?

11. Uma sala possui 3 soquétes para lampadas. De uma caixa com 10
lampadas, das quais 6 estdo boas, retiram-se 3 lampadas ao acaso e colo-
cam-se as mesmas nos bocais. Qual a probabilidade de que: a) todas acen-
dam? b) pelo menos uma lampada acenda?

12. Uma urna contém 4 bolas brancas, 4 bolas vermelhas e 2 pretas. Ou-
tra contém 5 bolas brancas, 3 vermelhas e 3 pretas. Extrai-se uma bola de
cada urna. Qual a probabilidade de que sejam da mesma cor?

13. Uma urna contém 3 bolas brancas e 4 azuis. Uma outra contém 4
bolas brancas e 5 azuis. Passa-se uma bola da primeira para Segunda urna,
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e em seguida, extrai-se uma bola da Segunda urna. Qual a probabilidade
de ser branca?

14. Uma urna contém 5 bolas brancas e 3 vermelhas e a outra urna con-
tém 4 bolas brancas e 5 vermelhas. Uma urna é escolhida aleatortamente
e uma bola é retirada e colocada na outra urna; entdo, uma bola é retirada
da Segunda urna. Encontre a probabilidade de:

a) ambas serem da mesma cor

b) ambas serem de cores diferentes.

CONCLUSAO

Com esta aula, vocé deve ser capaz de entender o que é um experi-
mento aleatério e qual sua diferencga para experimentos deterministicos.
Vai entender que experimentos probabilisticos ou aleatorios sdo aqueles
cujos resultados podem nio ser os mesmos, ainda que sejam repetidos
sob condi¢des essencialmente idénticas. Porém muito embora nio se pos-
sa afirmar que resultado particular ocorrera ¢ sempre possivel descrever o
conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento.

Também sera capaz de gerar espagos amostrais de experimentos, bem
como dominar o conceito de eventos e como cada um deles pode ser investi-
gado. Vai perceber que o estudo das probabilidades ¢ util porque auxiliam a
desenvolver estratégias em busca das decisGes mais acertadas. DecisGes estas
que estdo assoctadas as chances de ocorréncia destes eventos.

Vai saber calcular a probabilidade de ocorréncia de qualquer evento,
bem como usar os teoremas de soma e produto de probabilidades para
investigar a possibilidade de ocorréncia de dois ou mais eventos.

Sabera diferenciar eventos mutuamente exclusivos daqueles que nio
sao mutuamente exclustvos, bem como eventos condicionados a um ou
mais eventos daqueles que sdo independentes.

Tendo dominio sobre toda esta base inicial do calculo de probabilida-
de, vocé vai encontrar facilidade na aplicagio do estudo das probabilida-
des, principalmente naqueles experimentos mais afins a sua area de estu-
do ou trabalho.

No final da aula temos uma lista de exercicios para serem resolvidos
em grupos de no maximo cinco pessoas ou individual. Com certeza vocé
vai ficar muito satisfeito com os resultados do seu desempenho.
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RESUMO

No ensino de probabilidade, devemos considerar que nosso papel
como professor de estatistica é levar o aluno a compreender a importan-
cta da probabilidade nas tomadas de decisGes mais acertadas por parte de
governos, empresas, sociedade e familia, bem como por vocé. Além dis-
to, ela ¢ bastante util para melhorar a capacidade de raciocinio, visto que
voce passa a trabalhar com hipoteses com forte tendéncia de acontecert,
mas que a0 mesmo tempo nio lhe dar a certeza de que o resultado do
experimento seja esta tendéncia, diferente, em termos de resultado, de
tudo que fot visto até agora com a estatistica descritiva.

Em qualquer espago amostral existem eventos em situagoes diferen-
ctadas de serem realizados, com maior tendéncia para os de maior proba-
bilidade, mas nada impede que os eventos de baixa probabilidade nio
possam ocorrer. I 0 que se passa com jogos de azar, como por exemplo,
as lotertas. Quem maits aposta tem grande probabilidade de ganhar, mas
quando menos se espera alguém que faz uma aposta minima ¢ o premia-
do. Que ocorreu: apenas um acaso, a pessoa tem muita sorte. O certo ¢
que existia uma probabilidade de ocorréncia e esta aconteceu.

Com o estudo da probabilidade vocé vai melhor entender como se
movimentam as atividades econémicas e sociais de um grande agregado
ou mesmo de uma familia. Também a natureza se faz presente de forma
diferenciada a depender da maior probabilidade de ocorréncia de certa
caracteristica que de certa forma passa a ser esperada pela tendéncia his-
torica daquele movimento. Esta mesma tendéncia podera acontecer por
tipo de cultivo, no mercado ou nos costumes de cada pessoa e das socie-
dades. Enfim o estudo das probabilidades esta assoctado as situagoes em
que os resultados sdo igualmente provavets, desde que nio exista ne-
nhum viés nesse experimento.

AUTO-AVALIACAO

Sou capaz de diferenciar um experimento deterministico do experi-
mento aleatério?

Sou capaz de construir Espacos Amostrais de experimentos
probabilisticos?

Sou capaz de calcular probabilidades de ocorréncia de eventos
probabilisticos?
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PROXIMA AULA

Estudo das Probabilidades, envolvendo o Teorema de Bayes, Varia-
vel Aleatéria e DistribuicSes de variavers Aleatorias Discretas. )
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