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INTRODUCAO AO MAXIMA - PARTE 2

Caro colega,

Na ultima aula, apresentamos um contexto ilustrativo sobre andlise do crescimento
populacional e agora aprofundaremos este tema. Depois de termos interagido com alguns
comandos do MAXIMA, vamos nesta aula utilizar os comandos relacionados as Matrizes.

Tenha sempre em mente a necessidade de rever as aulas anteriores, refletir sobre os
exemplos apresentados e as atividades propostas e elaborar outras. Tudo isso demanda
tempo, entdo tente organizar o seu.

Na proxima aula, lidaremos com um software de digitacdo — LaTex.
Vamos entdo para mais uma etapal Estamos quase no fim. Garral
Meta

Utilizar o MAXIMA naresolucdo de uma situacéo-problema
Objetivos

Ao final daaulavocé devera ser capaz de

o Utilizar o software MAXIMA na resolucdo de uma situacdo-problema que envolve
contetidos de Algebra Linear;

e Trabalhar com um software que pode ser utilizado tanto para fins educacionais como
cientificos;

e Interagir com outro software, Régua e Compasso, que o possibilita a trabalhar com
Geometria Dindmica, caso 0 estudante queira se aprofundar em condic¢Oes extra-aula; e

o Entender uma metodologia de trabalho interdisciplinar por meio de modelagem e
tecnologias educacionais.

SITUACAO-PROBLEMA?

Como ilustram os dois exemplos seguintes, 0 “nimero de transicdo” a (aula anterior) €
substituido por uma matriz de transicdo A tal que o vetor populagdo de cada ano sgja
multiplicado pelamatriz A para se obter o vetor populacdo do ano seguinte.

SITUACAO 1 Considere uma érea metropolitana com uma popul agdo constante de 1 milh&o
de individuos. Esta area consiste em uma cidade e seus sublrbios, e queremos anaisar a

modificagdo das populagdes urbana e suburbana. Sejam C. a populagdo central e S, a
populacdo suburbana apés n anos. A distribuicdo da populagcdo entre cidade e sublrbios
depois de n anos é descrita pelo vetor populacdo

! Adaptada de Edwards e Penney (2000) .
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Suponha que, a cada ano, 15% da populacéo da cidade se mudem para os suburbios, e
que 10% da populagdo dos sublrbios mudem-se para a cidade. Ent&o, a populacéo da cidade
no proximo ano, C, ., seraigual a 85% da populagdo da cidade nesse ano, C,, mais 10% da

populagdo suburbana, S, , deste ano, de modo que

2 C...=(085)C, + (0,20)S,
paraqualquer n> 0. Analogamente

3 S, = (0,15)C,, +(0,90)S,

Quando escrevemos as equagdes (2) e (3) naformamatricial, obtemos

@ C.a| |085 010|C,
S..| |015 090] S,
A matriz de transi¢cao para esse exemplo €
085 010
(5) A=
015 0,90

E aEquacéo (5) fica

(6) Pra=AP,
Segue-se que
P1=ADP,, P,=Ap,=A’p,, P3=Ap,=A’p,
e geramente
(7) Pn=A"Po

para n=1,2,3,... Note que (8) é uma equacdo matricial andloga a equacéo (1).
Agora suponha que as populagdes iniciais urbana e suburbana sggam (em milhares)
C,=700 e S,=300. Nosso objetivo sera determinar a distribuicdo “a longo prazo” das

popul agdes da cidade e dos suburbios, resultantes das taxas de migracéo dadas. Encontramos
para os primeiros dois anos que

C,| [085 010]700] [625
S {0,15 0,90}{300}[375}
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C,| |085 010|625 |56875
s,| |015 090 375] |43125
Portanto, a populacéo da cidade esta decrescendo e a dos suburbios esta aumentando durante
este intervalo de tempo.
Para investigar a Situagdo a longo prazo, vemos, a partir da Equagdo (8), que

precisamos determinar como a matriz poténcia A" se modifica a medida que n cresce. Uma
maneira de explorar esta questéo a forca bruta € calcular as poténcias umaauma

A2 — AA, AZO — AlO AlO
A4 — A2A2, A30 :AlOAZO
A8:A4A4, A4O:A10A30
AlO — AZ A8, A50 — AlO A4O

(8)

Ou usar um software que nos permita calcular, por exemplo, a qlinquagésima poténcia da
matriz A, com o intuito de analisar a situagdo do crescimento populacional em 5 anos. Vamos
fazer a mao? Nao d4, gastamos muito tempo com célculos os quais 0 computador faz em
segundos para nds. Basta o programarmos. E o que faremos, utilizaremos o MAXIMA, e para
iSso temos que escrever na lingua que o computador entende. Usaremos, assim, a linguagem
gue ele entende. Entdo, vamos verificar nossas popul ages urbana e suburbana por 50 anos.

Paraisso, vamos direto a alguns comandos especiais para trabalhar com matrizes.
Ao abrir a tela do MAXIMA, podemos ir direto ao comando, algebra, introduzir matriz.

Abrird atela. Geramos nossa matriz, mas ela ndo terd nome. Para nomeé-la, vamos comegar
tudo de novo, mas por outro caminho, isto é utilizando a seguinte sintaxe na Entrada. (fig 1)

A: matrix ([0.85, 0.10], [0.15,0.9)]);
Fig. 1
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Feqaw Edtw Mudma Enuaches A etva Cue Srplicy Gicos Momsrkn A
e af k> 0Da 6O

e

wxMaxima 0.7.6 heep://wmaxina. sourcaforge. ner
Maxima 5. 16.1 htep: /S maxina. gourcefargs. nat

Using Lisp GHU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.80 (aka GCL)
pistribured under the GNU Public License. Ses the file COFY
Dedicated to the memory of William Schalter.

The function bug report () provides bug reperting informatic

(kil) A: matrim ([0.8%, 0.10], [0.1%,0.9]):
0.85 0.1
(%2l
.15 0.9
[%a2
EMTRADR: |

[ oreke | seeikarit | Fawa | Eped || Rescher.

[ adiwezn.., |
| swveifes ot || Ponsrete it | mmcbewans

Frwin md " Rmitderr BN " [0k . I

Utilizando mais um comando, A50, obtemos, em menos de um segundo

A% _ 0,40000033979299 0.39999977347134 (fig2)
0.59999966020701 0.60000022652866

Fig. 2

Feguiey Edty Muadva Eguages A bebes Cllouls  Smplics  Griteos  Mumdico  Guds

Geafm¥ Do 6 O

[%a1d] A: mateax ([0.B85, 0.10], [0.15,0.9]):

.83 0.1
(R §=34
.15 0.9

(%13) AM*50;
0.A00000IANTRIES O, TRRREETTIAT 154
[§ T |
0. S9PI9ERE0I0T01 O, AODODODE AE2NEE
(%id)
EMTRADA:

[ swetticar | sewliar it [ Fowa || Eande || Reweher.. || oedin
| swveifies iy || Panseete et | pmckewars §

Foui rad " Basirbevr FI.. " G

ATIVIDADE 1

Cacule A, A? A% A% Existe alguma regul aridade de comportamento?
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Ai acontece um fato extraordinario: as poténcias da matriz A se “estabilizam” na matriz
constante

~ [0,400 0,400
©) A" =
0,600 0,600

guando né grande. Para verificar que é vaido paratodo n> 30 (e ndo somente em interval os
de 10 anos), precisamos apenas da observacdo de que a matriz constante em (9) ndo se dtera
guando multiplicada por A. Por exemplo,

AT = AN _{0,85 0,10}{0,400 0,400}_{0,400 o,4oo}

015 0,90| 0,600 0,600 0,600, 0,600

Por fim, quando substituimos (9) em (7), utilizando a matriz P, comoC, =700 e

S, = 300encontramos

C.| |0400 0,400| 700| |400

S. | |0600 0,600]300| |600
Para n> 30. Portanto, em 30 anos, as populagdes urbana e suburbana atingirdo uma situagéo
estacionéria, com 40% da popul agdo metropolitana na cidade e 60% nos suburbios.

PARA SABER UM POUCO MAIS
SITUACAO 2 Nossa populaggo total é agora formada de raposas, [R], e de coelhos,
[C], numa floresta. Inicialmente ha R,=100 raposas e C,= 100 coelhos. Depois de
nmeses ha R, raposas e C, coelhos, de modo que o vetor populacdo é

o]

n

Os coelhos comem plantas na floresta e as raposas comem os coelhos. Supomos que a
transicdo de um més para 0 més seguinte seja descrita pelas equagdes

(2) Rua = (04R, +(03)C,
(3) Cn+1 = (_014)Rn + (:LZ)Cn

As Equactes (2) e (3) constituem o modelo matematico para a populacéo coelho-raposa
E dificil obter-se um modelo desse tipo (particularmente se for um modelo real), mas ndo
é dificil de interpreté&-lo. O termo (0,4)R, em (2) indica que, sem coelhos para comer,
apenas 40% das raposas sobreviveriam a cada més; o termo (0,3)C, representa 0
crescimento da populacdo de raposas decorrente da oferta de coelhos como suprimento
dimentar. O termo (1L,2)C, em (3) indica que, na auséncia de qualquer raposa, a
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populacdo de coelhos cresceria 20% a cada més; o termo (—0,4)R, representa o declinio

da populacdo de coelhos devido a acdo predatéria das raposas. Para se elaborar um
modelo matematico de uma situacdo complicada deve-se ponderar a aproximagdo com a
realidade e também a tratabilidade matematicaz modelos muito distantes da realidade
pouco informam e modelos muito sofisticados sdo de dificil tratamento matemético,
exigindo conhecimentos avancados e, as vezes, computadores rpidos. O modelo em (2) e
(3) pode ser avaliado quanto atratabilidade.

Quando escrevemos as Equagtes (2) e (3) naformamatricia

S R
n+1 Y 12 Cn
Vemos que amatriz de transicéo é
) A:{ 0,4 0,3}
-04 12

Para investigar a situagdo a longo prazo, calculamos as poténcias da matriz Acomo nas
equactes em (7) do Exemplo 1, obtendo

A0 {—0,491 0,745}

-0,994 1497
e
-0500 0,750 .
A® = A¥ = (fig 3)
—-1000 1,500
Fig3
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0.4 0.3
.1 1.3

] B L0

Q. 190030073 E :.'?45455::&3]

= 0. 993983364 1.49A074A912

o**30;

O 19FIFIEERIBNIE 0. TAFIDD CEEFRTEY
- 0. SREANETTIN GO0 1, SESUEINNR4 1007
Bt 20
= 0. 9990451576234 0. T4RSTISTERLLT

- 0.996263430415¢ 1.490300018207750

o BOo40:|

mpifcar || Sewiwar ity || Fawar | Ewodr || mesober.. ][ ceds
oihien ) || Bspandeir) || redswi) || remans || mesbeerno. || cesns

Segue-se que, quando n> 20, as popul agdes de raposas e coel hos séo dadas por
P, =A"Py;
ou sgja,

{R,i _ [— 0,500 0,750}{100} _ {25} (fig6)
C —~1,000 1500 |100| |50

n

Portanto, em 20 meses, as popul agdes atingirdo um estado estacionario de 25 raposas e 50
coel hos.

ATIVIDADE 2

Excute todas as operagOes entre as matrizes, da situagéo 2, no MAXIMA.

RESUMINDO

Para copiar um gréfico gerado no MAXIMA, clicamos no icone acima, lateral
esguerda e em optamos por opgoes e depois copiar (ou copy to clipboard). O MAXIMA
usa o aplicativo Gnuplot para esbocar graficos, o que significa que temos dois
softwares livres em um s0. Bem, as operacdes que envolvem matrizes, em geral, sdo
repletas de calculos e todos podem ser executados de forma rapida e precisa utilizando

Karly B. Alvarenga 83



'Aula 9. Novas Tecnologias e o Ensino de Matematica

\'. -.-"'

o MAXIMA. Existem muitas outras atividades que simulam situacfes reais as quais
fazem sentido para o estudante e que necessitam utilizar o computador para realizar
os calculos. Essas sdo atividades que devem ser explor adas como nossos alunos.

PARA FINALIZAR

As situacles 1 e 2 envolvem umamatriz A tal que A" se aproxima de uma matriz constante
nao nula a medida que n cresce. Estando é aregra, € uma excecdo. Em alguns problemas, A"
Se aproxima da matriz zero, o que significa que as duas populacdes se tornam extintas. Em
outros, ambas as populacdes aumentam sem limites.

Dada uma matriz quadrada A, o comportamento da poténcia de matriz A" com ncrescente é
uma questdo séria e importante. Estes primeiros exemplos tém por objetivo levantar a questdo
e mostrar que sua resposta pode trazer conseqiiéncias i nteressantissimas.

Ressaltamos que o importante € o tipo de atividade que o professor pode elaborar utilizando
tais recursos e que faca significado utiliza-los. Ao trabalharmos com Matrizes, Determinantes
e outros contetidos, podemos modelar situacdes-problemas como as que envolvem andlise de
crescimento populacional. Nesse contexto temos, em geral, que estimar a populagdo de
animais, humanos ou plantas com certa caracteristica e assim necessitamos estimar, por
exemplo, a populagdo em 20 anos. 1sso nos conduz ao célculo de poténcia 20 de uma matriz.
Tais calculos realizados a méo séo inviaveis, o que justifica a utilizagdo do computador.

As atividades elaboradas objetivam principalmente desenvolver no estudante competéncias
relacionadas a conjecturacdo, a interpretacdo, ao equacionamento, encontro e andlise de
solucdo e ndo somente competéncias relacionadas a cdculos, a algoritmos e a manipul agdes
algébricas.

Na ultima aula, apresentaremos um software tipicamente matematico, mas com enfoques
diferenciados dos até agora apresentados. Ele é utilizado para digitacdo matematica, tornando
ndo sO mais bonito e elegante o texto, mas também facilitando a inser¢do de figuras, como
graficos e outras. Compare a apresentacao tipografica dos textos destas 9 aulas com o texto da
altima aula.

Que pena, sO falta uma aula para terminarmos 0 NOSso curso, mas isso ndo significa que
estacionaremos aqui 0 nosso aprendizado, ndo € mesmo?

PARA SABER UM POUCO MAIS

O software REGUA E COMPASSO (C e R) tem aproximadamente 8Mb, é de origem
alemd, esta escrito na linguagem Java, também tem codigo aberto e roda em qualquer
plataforma (Microsoft Windows®©, Linux, Macintosh©, etc). Bastante amigavel, possui
comandos que permitem ndo SO construir, mas também medir as construgbes como,
angulos, segmentos etc. Ele pode ser obtido no site

http://www.professores.uff.br/hjbortol/car/car.overview.html

Esse software pode ser utilizado para substituir o Cabri Géométre, parte plana, pois assim
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como os anteriores, € livre. Seu objetivo é principalmente dinamizar, permitir interagdo e
construgdes que normal mente so realizadas com régua e compasso, como as euclidianas
planas, o0 que faz do programa um excelente laboratdrio de aprendizagem da geometria.
Podemos testar conjecturas através de exemplos e contra-exemplos que ele pode gerar.
Uma vez feita a construgdo, pontos, retas e circulos podem ser deslocados na tela,
mantendo-se as relagbes geométricas (pertinéncia, paralelismo, etc.) previamente
estabelecidas, economizando tempo com detalhes de construcéo repetitivas e nos
concentrando nas relagbes existentes entre os objetos. Permite, como 0sS outros, a
introducdo de textos, bem como nomear os objetos matematicos. A tela inicial, com
alguns comandos, é exibida nafig. 4.

Fig. 4
Brec B
Argusu Agbes Oppdeas Conflguragbes Macron Dapackal Ajuds
2B IRl B Ewe B — AL N
8l 77 QRO L X" AA A ZREDOT v
x N{:m/l'h n,_.,ﬂ onu 4 .\n\‘:?g”?# £&
Exemplificando:

Podemos construir retas paralelas, perpendiculares, enfim todos os lugares geométricos. E
possivel elaborar atividades, ou mesmo desenvolver atividades como as propostas no
livro da SBM, Construgdes Geométricas, de Eduardo Wagner (2001), como construir um
guadrado conhecendo sua diagonal. Nesse caso podemos, dentre outras formas, seguir 0s
passos, utilizamos os comandos:

- segmento — estipulamos a medida — diagonal

- encontrar ponto médio do segmento icone proprio

- circunferéncia — existem 3 maneiras de construir circunferéncias — construimo-nas com
centro no ponto médio

- perpendicular — outra diagonal, passando pelo ponto médio

- segmento — ligamos os 4 extremos, na circunferéncia, das diagonais, obtendo o
guadrado (suas diagonais se cruzam ao meio)

- esconder — escondemos todas as construgdes explicitando somente o quadrado.
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Utilizar o icone de medida para as diagonais, para os lados e para os angulos. Animar um
ponto, em icone proprio e analisar o que acontece.

Outro exemplo.

Esse € interessante para visualizar a representacdo geométrica de nimeros irracionais.
Caramujo de Theodoros. (fig. 5). Utilizar os passos/comandos:

- segmento de comprimento L.

- tracar perpendicular passando pelo extremo direito do segmento, marcar L, podemos
utilizar circunferénciacujo raio tenhaamedidal .

- ligar extremos dos segmentos que medira L2,

- tragar nova perpendicular a0 segmento de medida L2, marcar medida L novamente,
ligar extremos dos segmentos.

Usar o mesmo procedimento obtendo assim umafigura do tipo defig. 5.

Fig5

|4 B, Bl
Retirado de htp://www.professores.uff.br/hjbortol /car/

Quetal tentar?!
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