Varidveis aleatérias discretas

Aula 10 — Variaveis aleatdorias discretas

Nesta aula vocé aprenderda um conceito muito importante da teoria de
probabilidade: o conceito de varidvel aleatéria. Vocé vera que as variaveis
aleatorias e suas distribuigoes de probabilidade sao a ferramenta fundamental
na modelagem de fenomenos aleatérios. Definiremos as varidveis aleatorias
discretas e continuas, mas nesta aula iremos nos concentrar nas variaveis

discretas, apresentando os seguintes conceitos:

e funcao de distribuicao de probabilidade de uma varidvel aleatoria dis-

creta;
e funcao de distribuicao acumulada de uma variavel aleatoria discreta;

e funcoes de variaveis aleatorias discretas;

Esses conceitos serao apresentados através de exemplos classicos, en-
volvendo basicamente moedas, dados e baralho, mas ao final da aula apre-

sentaremos exemplos completos abordando situagoes praticas.

Variavel aleatoria

Consideremos o seguinte experimento aleatério: sortear uma amostra
de 20 funcionarios de uma empresa que tem 500 funcionarios. O espaco
amostral deste experimento é formado por todas as amostras possiveis e,

como a ordem nao importa e nao deve haver repeticao de funcionarios, o

500
20

amostral é formado pela relacao dos 20 funcionarios sorteados. No entanto,

niumero total de tais amostras é #€) = ( ) Cada elemento desse espaco
em geral, o interesse nao esta nos funcionarios em si, mas, sim, em alguma
caracteristica deste funcionario, por exemplo, sua altura, se tem curso supe-
rior ou nao, nimero de dependentes, etc. Dessa forma, poderiamos calcular a
altura média dos funcionarios da amostra, o nimero médio de dependentes, a
proporcao de funcionarios com curso superior, etc. Com isso, a cada amostra
possivel, ou seja, a cada ponto do espaco amostral associamos um numero.

Essa ¢é a definicao de variavel aleatoria.
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Varidveis aleatérias discretas

Definicao
Uma variavel aleatdria é uma fungao real (isto é, que assume valores em
R) definida no espago amostral {2 de um experimento aleatério. Dito de

outra forma, uma variavel aleatoria é uma funcao que associa a cada evento

de €2 um numero real.

Por questoes de simplicidade, muitas vezes abreviaremos a expressao
variavel aleatéria por v.a.. A convencao usual para representar uma v.a.
consiste em usar letras maitusculas como X, Y, etc. Um valor especifico, mas
genérico, dessa variavel sera representado pela letra mintscula correspon-

dente: x,y, etc.
Exemplo 10.1

Consideremos o langamento de dois dados equilibrados. Como ja visto,
o espago amostral desse experimento é formado pelos pares ordenados (i, j)
onde 7,5 = 1,2,3,4,5,6. Esse é um experimento onde o espago amostral nao
é formado por nimeros. Suponhamos que nosso interesse esteja no maximo
das faces dos dois dados. Nesse caso, a v.a. X = “maximo das 2 faces” pode
assumir os valores 1, 2, 3,4, 5, 6, conforme ilustrado na Figura 10.1. Ai pode-

mos ver que o valor X = 2 corresponde ao evento A = {(1,2),(2,1),(2,2)}.

(1,5),(5,1),(2,5),(5,2)
(3,5),(5,3),(4,5),(5,4),(5,5)

(1,6),(6,1),(2,6),(6,2)

).(2,4),(4.2),

(1,4),(4,1 (3,6),(6,3),(4,6),(6,4)
(3,4),(4,3),(4,4) (5,6),(6,5),(6,6)
\ \ /
| | | | | |
I I I I I I

1 2 3 4 5 6

Figura 10.1: Variavel aleatéria X = “maximo das faces de 2 dados”.




Varidveis aleatérias discretas

No exemplo anterior, a variavel aleatéria podia assumir um ntmero
finito de valores. Suponhamos, agora, que o experimento consistisse em
sortear uma pessoa de um grupo de 20 adultos e a esse experimento as-
socidssemos a v.a. X = “altura (em cm) da pessoa sorteada”. Nesse caso,
os possiveis valores de X estariam em um intervalo, digamos, (120, 210). Isso

nos leva a seguinte definicao.

Definicao
Uma varidvel aleatéria é discreta se sua imagem (ou conjunto de valores

que ela assume) é um conjunto finito ou enumerdvel. Se a imagem é um

conjunto nao enumeravel dizemos que a variavel aleatoria é continua.

Lembre-se que, na primeira parte do curso, estudamos as variaveis

quantitativas discretas e continuas.

Nesta aula e nas duas préximas estudaremos apenas as variaveis aleatérias

discretas, apresentando varios conceitos relacionados a elas.

Funcao de distribuicao de probabilidade

Os valores de uma v.a. discreta sao definidos a partir do espaco amostral
de um experimento aleatério. Sendo assim, é natural perguntarmos “qual é
a probabilidade do valor 77 No exemplo do maximo das 2 faces de um dado
da Figura 10.1, por exemplo, vimos que o valor X = 2 corresponde ao
evento A = {(1,2),(2,1),(2,2)}, enquanto o valor X = 1 corresponde ao
evento B = {(1,1)}. Sendo assim, é de se esperar que o valor 2 seja mais
provavel que o valor 1. Podemos calcular a probabilidade de X = 2 usando

a seguinte equivaléncia de eventos:
{(X=2}=A4={(1,2),(2,1),(2,2)}

Dessa forma, podemos definir

3
Pr(X = 2) = Pr(4) = —
HX =2) = Pr(4) =
De maneira analoga obtemos que
1 5
(X =1) = & Pr{X=3))=
Pr(X=4}) = - Pr{X=5)=—  Pr({X—6})=
B L EET; B L EAET: B L TG

Esse exemplo ilustra o conceito de funcao de distribui¢ao de probabilidade

de uma v.a. discreta.
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Definicao

Seja X uma variavel aleatéria discreta. A funcao de distribuicao de
probabilidades de X é a fungao fx (z) que associa, a cada valor possivel
x de X, sua respectiva probabilidade, calculada da seguinte forma: fy (x)
é a probabilidade do evento {X = 2} consistindo em todos os resultados do

espaco amostral que deram origem ao valor x.

fx@) =Pr{X=2})= >  Pr(w) (10.1)

we: X (w)=x

Para nao sobrecarregar o texto, omitiremos os colchetes oriundos da
notagao de evento/conjunto e escreveremos Pr (X = x) no lugar de Pr ({X = z}),
que seria a forma correta. Além disso, abreviaremos por fdp o termo funcao
de distribuicao de probabilidade.

Das propriedades (axiomas) da probabilidade resultam os seguintes

fatos sobre a funcao de distribuicao de probabilidades de uma v.a. X:

fx(z) >0 (10.2)
> fx(@) =1 (10.3)

onde ) indica somatério ao longo de todos os possiveis valores de X. Note
T

que a segunda propriedade é decorrente do axioma Pr (£2) = 1, pois os even-
tos {X = 2} sdo mutuamente exclusivos e formam uma parti¢ao do espago
amostral. Essas sao as condicoes definidoras de uma funcao de distribuicao

de probabilidade.

Calculo da fungao de distribuicao de probabilidade

O célculo da fdp de uma v.a. X qualquer se d& em trés etapas:

e primeiro, temos que identificar todos os possiveis valores x da v.a. X;

e segundo, temos que identificar os resultados que dao origem a cada

valor z e suas respectivas probabilidades;

e finalmente, temos que somar todas essas probabilidades para obter

fx(z).
CEDERJ
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Exemplo 10.2

Considerando novamente a v.a. definida na Figura 10.1, podemos

resumir a fdp da varidvel em questao na seguinte tabela:

v 1 2 3 4 5 6
7
fx(*) |5 3% 3% 3 % s

Exemplo 10.3

Consideremos novamente o lancamento de dois dados, mas agora vamos
definir a seguinte v.a. X = “soma das 2 faces”. Para facilitar a solucao desse
problema, vamos construir uma tabela de duas entradas, onde cada dimensao

representa o resultado de um dado e em cada cela temos a soma das duas

faces.

1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
2(3 45 6 7 8
314 56 7 8 9
415 6 7 8 9 10
5(6 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12

Como cada ponto do espaco amostral é equiprovavel, a fdp de X é:

+ |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
Jx(®) | 35 3 3 3 3 36 36 36 36 35 36

Representacao grafica da funcao de distribuicao de probabilidade

A funcao de distribuicao de probabilidade de uma v.a. discreta X que
assume um numero finito de valores pode ser representada por um gréfico
de colunas, onde a cada valor de X corresponde uma coluna cuja altura
representa a probabilidade do respectivo valor. Na Figura 10.2 ilustra-se a

fdp da v.a. X = “soma das faces de 2 dados”.
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6/36 —

5/36 1 — —

4/36 - — —
3/36 -
2/36 -

HH | HH

S 6 7 8 9 10 M1 12

Figura 10.2: Funcao de distribuicao de probabilidade de X = “soma das faces de 2
dados”.

Exemplo 10.4

Dentre os 5 alunos de um curso com coeficiente de rendimento (CR)
superior a 8,5, dois serao sorteados para receber uma bolsa de estudos. Os
CRs desses alunos sao: 8,8; 9,2; 8,9; 9,5; 9,0.

1. (a) Designando por A, B, C, D, E os alunos, defina um espago amostral

para esse experimento.

(b) Seja X = CR médio dos alunos sorteados. Liste os possiveis valo-
res de X.

(c) Liste o evento X >9,0.
(d) Encontre a fdp de X e calcule Pr(X >9).

Solugao:

(a) Note que aqui a ordem nao importa; logo, # = (g) = 10. Mais

especificamente,
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(b) Usando uma tabela de duas entradas podemos representar os va-

lores de X da seguinte forma:

A(8,8)  B(9,2)  C(8,9) D(9,5) E(9,0)
A(8,8) 28492 -9,0 8,8 9,15 8,90

B(9,2) 9,05 9,35 9,10

C(8,9) 9,20 8,95

D(9,5) 9,25

E(9,0)

() {X =9} ={(4,B),(4,D),(B,C),(B,D),(B,E),(C,D), (D, E)} .

(d) Como todos os pontos do espaco amostral sao equiprovéveis, a fdp

de X é:

a: 885 890 895 900 905 910 915 920 925 935
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

px(®) | i %% i 1 i i 16 10 is_ 19

ePr(X >9) =+

Exemplo 10.5

Um homem possui 4 chaves em seu bolso. Como esté escuro, ele nao
consegue ver qual a chave correta para abrir a porta de sua casa. Ele testa

cada uma das chaves até encontrar a correta.

1. (a) Defina um espago amostral para esse experimento.

(b) Defina a v.a. X = numero de chaves experimentadas até conseguir
abrir a porta (inclusive a chave correta). Quais sdo os valores de
X7

(c) Encontre a fdp de X.

Solugao:

(a) Vamos designar por C' a chave da porta e por Ey Es e E5 as outras
chaves. Se ele para de testar as chaves depois que acha a chave

correta, entao o espago amostral é:

C, E\C, EyC, EsC,
E\EC EsECEVE3C) EsEC EsEsC EsEsC
E\EyE3C, BV EsEXCL EsFyEsC
ESsEsE\C, EsEVESC EsEsEyC

0=

AULA 10

223

CEDERJ



PROBABILIDADE
E ESTATISTICA

CEDERJ

Varidveis aleatérias discretas

(b) Podemos ver, na listagem de 2, que X =1,2,3,4.

(c¢) Note que todas as chaves tém a mesma chance de serem sorteadas
e obviamente cada chave testada nao ¢ colocada de volta no bolso.

Feitas essas observacoes, podemos ver que

Pr(X = 1)= Pr( ) 1
= ( 1 ) + PI‘(EQ ) + PI'(EgC)
U NN
473 473 473 4

PI'(X = 3) Pr (E EQC) + Pr(EgElC) + PI'(ElEgC)

1 1

>k

( E C) + PI‘(EQEgC) + PI‘(EgEQC)

1 1

_ — X — = —

4 3 2 4

PI'(X = 4) PI‘(ElEQEgC) + Pl"(ElEgEQC) + Pl"(EQElEgC) +
PI’(EQEgElc) + Pl"(EgElEQC) + Pl"(EgEgElc)

1 1 1 1
= X -X=-X=-XxX1=-
4 3 2 4
Logo, a fdp de X ¢é
x 1 2 3 4
fx () i i % i

Atividade 10.1

1. Cinco cartas sao extraidas de um baralho comum (52 cartas, 13 de cada
naipe) sem reposi¢ao. Defina a v.a. X = nimero de cartas vermelhas

sorteadas.

(a) Quais sdo os possiveis valores de X7

(b) Encontre a fdp de X.

2. Numa urna ha 7 bolas brancas e 4 bolas verdes. Cinco bolas sao ex-

traidas dessa urna sem reposi¢ao. Defina a v.a. X = ntimero de bolas

verdes.

(a) Quais sdo os possiveis valores de X7

(b) Encontre a fdp de X.

3. Repita o exercicio anterior para o caso de extragoes com reposicao.
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Funcao de distribuicao acumulada

A partir da funcao de distribuicao de probabilidades de uma v.a. dis-
creta X é possivel calcular a probabilidade de qualquer evento associado
a ela. Por exemplo, considere novamente a fdp da varidvel aleatoria X =

“méaximo das faces de 2 dados”:

x 1 2 3 4 5 6
1 3 5 7 9 11
fx(@) |36 36 36 36 36 3%

A partir dela, podemos calcular as seguintes probabilidades:

Pr(X>5) = Pr({X:5}U{X:6}):Pr(X:5)+Pr(X:6):%
PrX<2) = Pr({X=1}U{X=2})=Pr(X =)+ Pr(X =2) =

Na verdade, a fdp de uma varidvel aleatoria discreta X nos da toda a in-
formagao sobre X. Existe uma outra fun¢ao com tal caracteristica (na ver-
dade, sob determinadas condigoes, podemos achar outras fungoes com tal
caracteristica), que é a funcao de distribui¢ao acumulada de X, cuja definigao

apresentamos a seguir.

Definicao
Dada uma variavel aleatéria (discreta) X, a fungao de distribuigao acu-

mulada de X é definida por

Fx(z)=Pr(X <ux) Ve R (10.4)

E interessante notar que a funcao F'x esta definida para todo ntmero
real x. Antes de passar as propriedades tedricas da funcao de distribuicao
acumulada (usaremos a abreviagao fda), também conhecida como funcao de

distribuicao, vamos ver um exemplo.
Exemplo 10.6

Continuando com a fdp da v.a. X = “maximo das faces de 2 dados”,

devemos notar inicialmente que nenhum valor menor que 1 é possivel. Logo,

Fx(z)=0 V<l
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Para x =1 temos que

Fy(1) = Pr(X<1)=Pr(X <1)+Pr(X =1) (10.5)
1 1

Para qualquer valor de z tal que 1 < x < 2, temos que fx(x) = 0. Logo,

Fx(z) = Pr(X<1)+Pr(l<X<u)
= Fx(1)+0=Fx(1) Ve:l<az<2 (10.6)

Juntando os resultados (10.5) e (10.6), obtemos que

1
FX(x):FX(l):% Ve:1<z<2

Com raciocinio anélogo, obtemos que

Fx(2) = Pr(X<2) (10.7)
= Pr(X<1)+Pr(l1<X<2)+Pr(X=2)
S
36 36 36

e para x € (2,3)

Fx(x)=Pr(X <2)+Pr2< X <z)=Fx(2)+0=Fx(2) Vr:2<x<3

(10.8)
ou seja,
4
FX(x):FX(Q):% Ve:2<x<3
Continuando obtemos que
9
Fx(xz) = FX(3):% Ve:3<z<4
16
Fx(z) = FX(4):% Ve:4<x<5h
25
Fx(z) = FX(5):% Ve:5 <z <6

Para x > 6 devemos notar que o evento {X < z} corresponde ao espago

amostral completo; logo
Fx(z)=1 Ve >6
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Dessa forma, a fda de X ¢ a seguinte funcao

(

0 r <1
1/36 1<z<2
4/36 2<x<3
Fx(z) = 9/36 3<z<4
16/36 4 <z <5
25/36 5 <z <6

1 r>6

\

Na Figura 10.3 temos o grafico de tal fungao, onde a escala vertical esté

em multiplos de %. Note que esse grafico tem a forma de uma “escada”, com

saltos de descontinuidade nos valores da v.a. X.

AaaaaaphN

DPNPROOCONPADNOO

Figura 10.3: Funcao de distribuigao acumulada de X = “maximo das faces de 2 dados”.

Propriedades da funcgao de distribuicao acumulada

Os axiomas da probabilidade e as propriedades deles decorrentes nos

permitem obter as seguintes propriedades da funcao de distribuicao acumu-

lada de uma v.a. X.

1. Como 0 < Pr(A) <1 segue que

2. Do axioma Pr(Q2) = 1 resulta que

lim Fx (z) =1

T—00

(10.9)

(10.10)
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Note que o evento {X < oo} corresponde a todos os numeros reais e,

portanto, inclui todos os valores de X.

. Da propriedade Pr(@) = 0 resulta que

lim Fy (z) =0 (10.11)

r——00

Note que o evento {X < —oo} corresponde ao evento impossivel.

. Fx (x) é uma func¢do ndo decrescente, isto é, se

Esse resultado segue do fato de que, se a < b, entao o evento {X < a} C
{X < b} e, portanto, Pr({X < a}) < Pr({X <b}), ou seja, Fx (a) <
Fx (b).

. Fx (z) é uma fungao continua a direita, isto é

Fx (b) = lim Fx (b+h) £ Fx (b") (10.13)

. A fdp de X pode ser calculada a partir da fda da seguinte forma:

fx (¥) = Fx () = lim Fx (z = 0) £ Fy (z) — Fx (27) (10.14)

Note que isso significa que fx(z) é igual ao tamanho do “salto” da fda

no ponto x.

A conclusao que podemos tirar é a seguinte: a funcao de distribuicao

de probabilidades (fdp) e a funcao de distribuicdo acumulada (fda), ambas
nos dao todas as informagoes sobre a variavel aleatoria X e a partir de uma

podemos obter a outra, de forma inequivoca.

Exemplo 10.7

Dada a fungao

0 r <1
1/2 1<z<?2
Fz)=< k 2<z<3
3/4 3<x<A4

\1 T >4
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onde k é uma constante, determine os possiveis valores de k para que F(x)
seja a funcao de distribuicao acumulada de uma variavel aleatoria X. Em

seguida, determine a funcao de distribui¢ao de probabilidade desta v.a. X.
Solugao:

Como a fda de qualquer v.a. X tem que ser uma fungao nao decrescente,
concluimos que k tem que ser maior ou igual a % Pela mesma razao, k tem

que ser menor ou igual a %. Dessa forma, os possiveis valores de k pertencem
13
2014
de descontinuidade da funcao F(z). Logo, X assume os valores 1,2,3,4. As

ao intervalo [ } . Os valores possiveis da v.a. X correspondem aos pontos

probabilidades desses valores sao dadas pelo tamanho do “salto” de F(z) :

1
PX = 1)=:
( )=3
1
3
P(X = 3)=7—k
1
P(X = 4):1—%:—

Funcoes de variaveis aleatorias

Dada uma v.a. X, podemos obter outras variaveis aleatorias através de
funcoes de X e, da mesma forma que calculamos a funcao de distribuicao de

probabilidade de X, podemos calcular a fdp dessas novas variaveis.
Exemplo 10.8

Considere a v.a. X cuja fdp é dada na tabela abaixo:

T 2 1 0 1 2 3
fx(x) 01 02 02 03 01 01

Consideremos a funcio Y = ¢g(X) = X2 Entdo, Y é uma nova varidvel
aleatoria, cujos possiveis valores sao 0, 1,4, 9. Para calcular as probabilidades
desses valores, temos que identificar os valores de X que originaram cada um

deles. Temos a seguinte equivaléncia de eventos:
{Y =0} = {X=0}
{Y =1} {X=-1}U{X =1}
{Y =4} = {X=-2}uU{X =2}
{Y =9} = {X=3}
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(O simbolo = representa’ “é equivalente a”). Como os eventos sdo mutua-

mente exclusivos, segue que

Pr(Y=0) = Pr(X=0)=0,2
PrY=1) = Pr(X=-1)4+Pr(X=1)=0,5
Pr(Y=4) = Pr(X=-2)+Pr(X=2)=0,2
Pr(Y=9) = Pr(X=3)=0,1
e podemos resumir essa fdp como
Y 0 1 4 9

fy(y) 02 05 02 0,1

Fungao de variavel aleatoria
Seja X uma variavel aleatoria discreta com fungao de distribuicao de pro-
babilidade fx (z). Se definimos uma nova v.a. Y = g(X), onde g é uma

funcao real qualquer, entao a fdp de Y é calculada como

o= 3 i@

{z|g(z)=y}

Atividade 10.2

Seja Y uma variavel aleatoria com fdp dada por

Y -3 -1 0 2 5 8 9
fy(y) 0,25 0,30 0,20 0,10 0,07 0,05 0,03

Defina Z = 2Y — 3. Encontre a fdp da variavel aleatéria Z.

Resumo da Aula

Nesta aula voce estudou importantes conceitos sobre variaveis aleatorias.

Certifique-se de ter compreendido bem cada um deles.

e Uma varidvel aleatéria (v.a.) ¢é uma fungdo real (isto é, que as-
sume valores em R) definida no espago amostral €2 de um experimento
aleatorio. Dito de outra forma, uma variavel aleatéria é uma fungao

que associa a cada evento de {2 um nimero real.
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e Uma variavel aleatéria é discreta se sua imagem (ou conjunto de va-
lores que ela assume) é um conjunto finito ou enumeravel. Se a ima-
gem ¢ um conjunto nao enumeravel dizemos que a variavel aleatoria é

continua.

e Seja X uma varidavel aleatoria discreta. A funcao de distribuicao
de probabilidades de X ¢ a fungao fx (x) que associa, a cada valor
possivel x de X, sua respectiva probabilidade, calculada da seguinte

forma:

fx(@)=Pr({X=a})= >  Pr(w)

we: X (w)=z

e A fdp de uma v.a. discreta satisfaz as seguintes propriedades:

fx(x) = 0

o fx@) =1

e pode ser representada por um grafico de colunas, caso X assuma

poucos valores.

e Dada uma variavel aleatéria (discreta) X, a fungao de distribuigao

acumulada (fda) de X é definida por

Fx(z) =Pr(X <x) Vex e R

Exercicios

1. A demanda por um certo produto pode ser vista como uma variavel

aleatéria X cuja fungao de distribui¢ao de probabilidade fx(z) é esti-

mada por
Numero de unidades demandadas x 1 2 3 4
fx(z) =Pr(X =2) 0,25 0,45 0,15 0,15

(a) Verifique se fy(x) realmente define uma fdp.
(b) Obtenha a funcao de distribuigdo acumulada de X.

(c¢) Usando a fda calculada no item anterior, calcule Pr(X < 3,5).
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2. Uma variavel aleatoria discreta X tem a seguinte funcao de distribuicao

de probabilidade

ﬁ .1':0,1

fx(x) =
0 r#0ex#1

onde k é uma constante.

(a) Determine o valor de k para que fx seja uma fdp.

(b) Calcule a funcao de distribuigdo Fx(x).

3. Considere o langamento de trés moedas e denote por K a ocorréncia de
cara e por C' a ocorréncia de coroa. Se ocorre o evento CC'C', dizemos
que temos uma seqiiéncia, ao passo que se ocorre o evento C'KC' temos
trés seqiiéncias. Defina a v.a. X = “ntimero de caras obtidas” e Y =

“nimero de seqiiéncias obtidas”. Obtenha as distribuicoes de X e Y.

Solucao das Atividades

Atividade 10.1

1. (a) No baralho ha 26 cartas vermelhas, 13 de ouros e 13 de copas.

Logo, os possiveis valores de X sao 0, 1, 2, 3, 4, 5.

(b) O ntmero de pontos do espago amostral é # = (552).

(5)
Pr(X = 0)=Pr(5 pretas) = (5—52>
5
26 x 25 x 24 x 23 x 22
52 X 51 x 50 x 49 x 48
23 x 22

= =0,0253
2xHl x2x49 x 2

Pr(X =1) = Pr(4 pretas, 1 vermelha) =

26 x 25 x 24 x 23

X 26

o 4x3x%x2 26 x25x 23 x26
52 x5l x50 x 49 x48 52 x 51 x 10 x 49 x 2
OX 4 X3 X2
5x23x13 65 x 23
- I X2 ),1496

2% 51 x2x49 4 %51 x 49
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Pr(X =2) = Pr(3 pretas, 2 vermelhas ) =

26 x 25 x 24 26 x 25

N 3x2 T 2 26x25x4x13x25
02 x51Ix50x49x48 52 x5l x5 x49 x4
dX4x3Ix2

5><13><25_ 65 X 25
2x51x49 2x51 x49

= 0,3251

Como o numero de cartas pretas e vermelhas é o mesmo, resulta

que

Pr(X = 3) = Pr(2 pretas,3 vermelhas ) =

Pr (X = 4) = Pr(1 preta,4 vermelhas) = ~

26
Pr(X =5) = Pr(5 vermelhas) = % =0,0253
5

Logo, a fdp de X ¢é

T 0 1 2 3 4 5
px(z) | 0,0253 0,1496 0,3251 0,3251 0,1496 0,0253

2. Note que temos bolas brancas em quantidade suficiente para podermos
tirar todas brancas (X = 0), mas ndo temos bolas verdes suficientes

para tirar todas verdes.

(a) Como ha apenas 4 verdes, os valores de X sao 0,1,2,3,4.

(b) A cardinalidade do espago amostral é

11\ 11x10x9x8x7
0= _ ~ 11 — 462
#* (5> 5x4x3x2 X 67 =46

7
Pr(X = 0)= Pr(5 brancas) = %
5
7 6 5 4 3 1 3
11 10 9 & 7 22 66
(1) ()
Pr(X = 1)=Pr(1 verde, 4 brancas) = m

TX6XDH
3x2 10 20

11x6x7 33 66

4 x
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3.

(2) )

Pr(X = 2)=Pr(2 verdes, 3 brancas) = T 67
4x3 o 7TxX6X%X5D
_ 2 3x2 _ 5 30
11 x6x7 11 66
(s) ()
Pr(X = 3)=Pr(3 verdes, 2 brancas) = ﬁgx?
7x6
X 212
 1Ix6x7 11 66
(1) ()
Pr(X = 4)=Pr(4 verdes, 1 branca) = —*-12—
11 x6x7
B Ix7 1
- 11x6x7 66

Logo, a fdp de X é

X

2 3 4

Slee| ©

px ()

20 30 12 1

66 66 66 66

(a) Se as extragoes sao feitas com reposigao, em cada extra¢ao pode-

mos tirar bola branca ou verde.

sao 0,1,2,3,4,5.

Logo, os possiveis valores de X

(b) Com reposigao, sempre temos na urna 7 brancas e 4 verdes e em

cada extragao, temos que Pr(branca) =

as extragoes sao independentes,

L e Pr(verde) =

resulta que

4
T Como

11

7\ "
Pr(X = 0) = Pr(5 brancas) = (—) =0,1044

= 1) = Pr(1 verde, 4 brancas)

O () v

Pr(X = 2)=Pr
-

N———
/N

Pr(X = 3)=Pr(

2 verdes, 3 brancas)

7\° / 4\?
- — ) = 4
11) (11) 0, 3408

3 verdes, 2 brancas)

SO () o
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AULA 10
Pr(X = 4)=Pr(4 verdes, 1 branca)
SN (7N [ 4)
= () () oo

Pr(5 verdes)

4 5
= (=) =0,0064
11

x 0 1 2 3 4 5
px(z) | 0,1044 0,2982 0,3408 0,1948 0,0556 0,0064

Logo, a fdp de X é:

A razao de multiplicarmos pelos niimeros combinatérios se deve
ao fato de que a(s) bola(s) verde(s) podem sair em qualquer uma

das extracgoes.

Atividade 10.2

Note que Z é uma fungao linear de Y.
Y=-3=272=-9 Y=5=2=7
Y=—-1=27=-5 Y=8=27=13
Y=0=272=-3 Y=9=27=15
Y=2=7=1

Logo, a fdp de Z é

z -9 -5 =3 1 7 13 15
fz(z) 10,25 0,30 0,20 0,10 0,07 0,05 0,03

Solucao dos Exercicios
1.

(a) 0,25+0,45+0,1540,15 = 1 e todos os valores sdo nao negativos.
Logo, fx é uma funcao de distribuicao de probabilidade.

(b)

0 sex <1

0,25 sel<zr<?2

Fx(z)=4 0,70 se2<xz<3

085 sed<x<4

1,00 sex >4
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(c) Temos que
Pr(X < 3,5) = Fx(3,5) = 0,85

(a) Os valores possiveis da v.a. sdo 0 e 1. Entao, temos que ter

k k
k k 3k +k 6 3
27 % 7% TETIT
Logo,
3
5 3
0) = 2=2
fx(0) 5 =1
3
s 1
1) = 2=
() = 21
(b) A fda de X é
0 sex<0
Fx(r) =4 2 se0<z<1
1 sex>1

3. O espaco amostral, bem como as varidveis aleatdrias e suas fdp ‘s estao

dadas nas tabelas a seguir:

w Pr(w) | X | Y
cce |t 131
CCK | ¢ |22
CKC| L |23
KCoC | § |22
CKK | § |1]2
KCK| Lt |1]3
KKC| Lt |1]2
KKK | Lt Jo|1
T 0 1 2 3
fx@ |5 § § 35
Y 1 2 3
frly) 5 5 3
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