COMBINAGAO LINEAR DE
VARIAVEIS ALEATORIAS E

DISTRIBUIGAO DAS MEDIAS

META

apresentar ao aluno a
aplicagao da combinacgao linear
a distribuicdo das médias
obtidas a partir de um numero
elevado de amostras.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno
devera:

definir combinagao linear de
variaveis aleatorias;
calcular os parametros
populacionais para as variaveis
resultantes;

aplicar o método para
diferentes amostras
relativamente pequenas,
retiradas aleatoriamente de
uma mesma populagao;
comparar o resultado obtido
com aquele de uma
amostragem Unica
relativamente numerosa.

PRE-REQUISITOS

O aluno devera ter
conhecimento basicos sobre
expressdes para média,
variancia e caracteristicas
gerais da distribuicdo normal.
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magine que voce ¢ um investidor e as vezes aplica em moeda

estrangeira. Em um determinado momento, vocé tem reser-

vas em doélares e em euros e gostaria de saber se tem um
jeito de calcular qual seu total ja convertido diretamente em re-
_ ais, usando uma unica equagdo matematica.
INTRODU(_;AO Bom, neste caso, vocé sabe que vai ter que
multiplicar cada valor nas duas moedas estran-
geiras pelos respectivos fatores de conversao e depois disso so-
mar as quantias. Esta opera¢do que enunciamos é chamada de
combinacao linear e vamos ver aqui aplicagdes deste procedi-
mento as distribui¢cdes estatisticas que temos estudado nesta dis-

ciplina.




que chamamos de combinacao linear ¢ uma opera-

¢do matematica em que duas varidveis X, e X, s20 SO-

1
madas ou subtraidas apds serem multiplicadas por

coeficientes ou constantes especificas (a, e a,), dando origem a

uma nova variavel y. Vamos ver uma expres-

sao geral para ficar mais claro: REGRESSAO

y = 4% + 4,X,

Isto significa que nao sera necessariamente uma simples soma
ou subtragdo x, + x, ou X, - X, € sim que as varidveis devem ser
multiplicadas antes pelos coeficientes a e a,.

Vamos considerar que x, e x, sdo varidveis aleatorias inde-

A . . s 2 s 2
pendentes, com parimetros populacionais (m,, 6,%) e (m,, 6,%).

Apds N observacoes, o valor médio de y pode ser calculado por:
y=(1/N)Zy=(1/N) Z(a;x; + ayX,)
colocando a, € a, em evidéncia:

y=a;[(1/N) Zx;] + a,[(1/N) Zx,]

finalmente, percebendo que os termos entre colchetes sao

os valores médios de X, € X,

y=a1X; t apx

ou seja, a média da combinagdo linear é a combinagao linear
das médias! Este resultado nos ¢é particularmente importante, pois
adiante vamos comparar o efeito de se medir uma amostra rela-
tivamente numerosa de uma populagio, para se obter a média e
a variancia, com o procedimento analogo de se medir muitas
amostras relativamente pequenas, tirar a média e a variancia de

cada uma e depois fazer a distribui¢ao destas médias.
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No caso da variancia, temos:
6,° = [(I/N-D]Z(y;-y)?

e, finalmente:

2 2

6,7 = a;°x” + 8%,

y

Isto considerando-se que as variaveis sao independentes. Ha

o caso mais geral, em que a dltima expressao inclui também o

coeficiente de correlacio entre as variaveis, mas isto vai além
dos nossos propositos.

Considerando agora um numero grande de variaveis aleato-

rias, a combinacido linear fica:
y=ax tax+..+ax, = Zaixl.
I

A média, por sua vez, pode ser representada por:

M, = 2 (i
i
finalmente, no caso da variancia:

Gyz — Zaizxiz

Isto pode ser aplicado a variaveis correlacionadas ou nio.
Um caso bastante interessante a que podemos aplicar este trata-
mento ¢ o nosso problema de medicao de alturas das pessoas.
Imagine que em vez de medirmos 140 pessoas, tivéssemos medi-
do 10 de cada vez e tirassemos a média e a variancia. Repetindo
isso 140 vezes (140 amostras de 10, perfeitamente aleatdrias),
terfamos 140 valores de médias e 140 variancias. Como serd que

ficaria a distribuicao destes valores médios resultantes? Podemos



Combhinacao linear de variaveis aleatdrias e distribuicao das médias

aplicar neste caso a combina¢do linear de varidveis aleatorias,
tratando-as como independentes.

A média dos N valores pode ser considerada como um caso
particular de combinagdo linear, em que todos os coeficientes a,

sdo0 iguais a 1/N:

P N I
o

Vamos comparar esta expressio com a expressiao original

utilizada para calcular a média de uma amostra de N observa-

coes:

— ] &
xzﬁ;xi

Verificamos que ¢ a mesma expressao, somente na de baixo
1/N estd em evidéncial Ou seja, quando fazemos a distribuicao
de médias, nio modificamos o valor médio: ambas as distribui-

coes se situam em torno do mesmo valor médio.

A variancia da média pode ser calculada pela expressio abai-
xo, considerando as variaveis todas independentes, como ¢é o

caso (lembre-se de que os coeficientes a. sao iguais a 1/N):

Esta expressiao ¢ interessante, pois mostra que a variancia
da distribuicdo de médias ¢ igual a variancia da amostra de N
valores dividida por N, ou seja, ¢ bem menor e sera cada vez

menor quanto maior for N. Isso também pode ser compreendi-
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do se considerarmos que quando fazemos cada média das 140

amostras de 10 observagoes, este procedimento mascara os limi-
tes inferior e superior, permitindo com que sé visualizemos a
média. Depois, ao fazer a média das médias, estes limites ja se
perderam e a nova variancia s6 representa a faixa em que estas

médias apareceram.

Exemplo

Suponha que pegamos 1 kg de milho de pipoca e pesamos
um unico de 140 grios. Depois, pesamos 140 amostras conten-
do 7 grios cada uma. As figuras abaixo apresentam, respectiva-
mente, a distribuicdo de valores obtidos para a amostra de 140
graos e para as 140 amostras de 7 graos.

Note que o valor médio do peso ¢ m = 0,2024 g em am-
bos os casos, mas que a variancia ¢ menor para a distribuicdo de

médias.

N{-0,2024
3+ 2 2
o = 0,0364°)
2-5 B - )
m Mk
=
% 15+
10k
5 B &
o | =
0,12 0,16 0,20 0,24 0,28 0,32
pesos/g
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omo conclusao desta aula, podemos destacar que, com

base no método de combinacdo linear de variaveis ale-

atorias, pode-se obter a distribuicao de médias
amostrais ¢ comparar os resultados em ter-

mos de parametros populacionais com aque- CONCLUSAO

le obtido a partir de uma unica amostra nu-

merosa. Todavia, como ambas abordagens se referem a mes-
ma populagio (pacote de 1 kg de milho), a distribui¢ao obtida a
partir de uma tnica amostra numerosa e mais representativa da
populagao. Isto porque na distribuicao de médias as caudas em
ambos os lados da curva (préximos aos limites inferior e superi-
or da distribui¢do) tendem a nio aparecer, pois entram no calcu-

lo das médias.
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RESUMO

Nesta aula, introduzimos o conceito de combina¢do line-

ar, como uma opera¢io matematica em que duas varidveis

X, € X, sao somadas ou subtraidas apds serem multiplicadas
por coeficientes ou constantes especificas (a, ¢ a,), dando origem
a uma nova variavel y. Em seguida, verificamos quais as expres-
soes para o calculo do valor médio desta nova variavel aleatoria
¢ da variancia. A importancia disto para nossos estudos é que
um dos resultados mais interessantes que observamos foi que a
média da combina¢io linear é a combinacao linear das médias.
Com isso, pudemos aplicar estes resultados para nossas distri-
bui¢des de variaveis aleatérias independentes (apesar do fato de
que mesmo variaveis correlacionadas podem ser sujeitas 2 com-
binacao linear). Finalmente, comparamos o efeito de se medir
uma amostra relativamente numerosa de uma populagao, para
se obter a média e a variancia, com o procedimento analogo de
se medir muitas amostras relativamente pequenas, tirar a média
e a variancia de cada uma e depois fazer a distribuicio destas
médias. Para isto, vamos tratar essas médias como varidveis in-
dependentes e aplicar a combinagao linear de variaveis aleatori-
as. Como ja foi mencionado que a média das combinagoes line-
ares ¢ igual a combinagao linear das médias, quando fazemos a
média dos valores médios das N popula¢bes “pequenas”, o va-
lor médio observado é o mesmo observado para uma tnica amos-
tra numerosa, mas a variancia é bem menor. Se observarmos a
expressao para a variancia das combinagoes lineares, vemos que
¢ a variancia da amostra de N valores dividida por N. Isso tam-
bém pode ser compreendido se considerarmos que quando faze-
mos cada média das N amostras de poucas observagoes, este
procedimento mascara os limites inferior e superior, e permite-
nos visualizar somente a média. Depois, ao fazer a média das
médias, esses limites ja se perderam e a nova variancia s6 repre-

senta a faixa em que estas médias apareceram.



COMBINACAO LINEAR

As combinacdes lineares sao uteis em varias situacoes da
quimica, sendo usadas, por exemplo, na representacao de
orbitais moleculares como combinac¢does lineares de orbitais
atomicos. Este método é conhecido com o método LCAO
(Combinagiao Linear de Orbitais Atémicos), que parte da
hip6tese de que uma ligagdo quimica entre dois atomos (A
e B) resulta da sobreposicio de orbitais atémicos F, e F,
dando origem a um orbital molecular chamado de y e que ¢
ocupado por dois elétrons, um de cada atomo. Representa-

se a combinacio linear da seguinte forma:

y:FA-i-FB

PROXIMA AULA

‘ Na proéxima aula, veremos que ao assumirmos expli-

= 1 citamente que estamos diante de uma distribui¢ao nor-

i mal, o que nao fizemos até agora, os parametros

a ‘ amostrais seguem distribui¢es especificas, possibili-

tando-nos obter intervalos de confianca.
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