CORRELAGAO E REGRESSAO:

COMO CONSTRUIR MODELOS EMPIRICOS

Apresentar ao aluno o método
de regressdo por minimos
quadrados.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno
devera:

identificar o tipo de problema
ao qual os métodos de
regressdao podem ser
aplicados, comparando com os
problemas estudados com os
planejamentos fatoriais;
representar os dados em
graficos e analisar
qualitativamente o
comportamento;

identificar os parametros de
um modelo linear e utilizar o
método matricial;

calcular os residuos para a
avaliagdo da qualidade do
modelo.

Cubo magico, fotomontagem, autor desconhecido (Fonte:
clipperdownloads.blogspot.com)

PRE-REQUISITOS

Variaveis correlacionadas.



t¢ a ultima aula estudamos os planejamentos fatoriais, nos
quais sao estudados dois niveis distintos para as variaveis,
0 que nem sempre ¢ garantia de que se tenha acesso aos dados
completos a respeito do comportamento do sistema. Para situar os
planejamentos fatoriais dentre os métodos

INTRODUQAO quimiométricos em termos do grau de sofistica-

¢do, estes constituem apenas a etapa inicial na

investigacao completa. Quando temos acesso aos efeitos das varia-
veis sobre uma dada resposta, isto nos da a dimensao da importan-
cia relativa de cada variavel no processo. Muito bem, uma etapa
posterior pode ser um estudo das variaveis mais relevantes em um
namero maior de niveis, para sabermos mais a respeito da chamada
superficie de resposta. Neste contexto, um estudo mais aprofundado
da dependéncia mutua entre duas variaveis importantes (uma delas
sendo a propria resposta) pode nos levar a construgao de um mode-
lo empirico. Este tltimo nada mais ¢ do que um modelo matemati-

co mais completo, capaz de conferir maior previsibilidade.
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Grifico. (Fonte: www.scielo.bt).
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amos examinar uma situacao bastante interessante relata-
da por um grupo de bidlogos, referente a medidas do ta-
manho das asas de uma determinada ave em relacao a idade das
mesmas. A tabela abaixo mostra os valores obtidos para o compti-
mento das asas e a idade das aves, bem como

os valores das médias, lembrando que cada

medida esta sujeita a um erro aleatério.

CORRELACAO

COMPRIMENTO DE ASAS DE 12 AVES

Tdade 3 C .fl:l.il! i Id-l de f:.'..-fl.lil!-
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Os valores foram representados em um grafico, também mos-

trado a seguir, e que sugere que haja uma correlagao entre as varia-

veis. Tomando uma régua e realizando tentativas de se tragar uma

reta que englobe os pontos, ou que pelo menos os pontos fiquem

proximos da reta, vocé podera constatar que se trata de uma pro-

posta razoavel.
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ATIVIDADES

Agora, para ilustrar a importancia de se representar em um grafico, apre-
sentamos os dados abaixo, relativos as condutividades elétricas de so-
lugoes i6nicas, para diferentes pHs. Nao se preocupe com o significado
destes dados, o que queremos que vocé responda ¢ qual o comporta-
mento da varia¢io nos valores, ou seja, se quando a condutividade
aumenta, o que acontece com o pH (também aumenta ou diminui?).
Responda também se ¢ possivel somente olhando para os valores, pre-

ver se a dependéncia das vatidveis segue um modelo linear.

Candiitrvidads pH
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COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Olhando para a tabela, fica claro que quando a condutividade
aumenta o pH também aumenta. Contudo, é muito dificil
afirmar se ha uma reacdo de linearidade entre os valores. Para
fazer esta avaliagdo, uma opgao é representa-los em um grafico,

como mostrado a seguir:



Correlacao e regressao: como construir modelos empiricos
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Finalmente, a observa¢ao do grafico nio deixa davidas: nao
ha um comportamento linear. Se vocé pegar uma régua e tentar
posiciona-la de modo a que os pontos possam ser unidos por uma
régua, certamente nio ird conseguir.

Voltando ao nosso problema do comprimento das asas das aves,
que pudemos atribuir um comportamento linear, neste caso, lem-

bramos que a equagdao de uma reta tem a seguinte forma:
y=b, +bx

onde:

X e y: variaveis

b : coeficiente linear

b : coeficiente angular

Logo, uma expressao satisfatoria para nossa reta poderia sef,

levando em conta também o erro:
y, = bO + b1Xi +e

onde, especificamente para os dados apresentados na tabela:

y, = comprimento da asa

x. = idade da ave

1

b e b, = parimetros do modelo

e, = erro aleatdrio ao qual as medidas estio sujeitas
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Na pratica, ajustar o modelo, que ¢ o que estamos interessados
em fazer, significa encontrar os valores de b_e b, pois os valores
das variaveis x e y sao os proprios valores medidos experimental-

mente. Na verdade temos que resolver um sistema de equagdes:

y1:[30_*—[.31)(14_81
y2:BO+BIX2+82
y3:BO+BIX3+83

ou, mals genericamente:

y=XP+e€

onde y, X, e & apresentam-se como matrizes:

¥ ® 1 E= 1
¥l x1 £l a T o
¥ I xd F i o
B 1
¥o 1 oxn £n

Note que esta forma geral pode ser aplicada a qualquer nimero
de valores diferentes para cada uma das variaveis; adicionalmente,
cla se presta ao modelo linear, pois temos como parametros do
modelo os coeficientes b_ e b,. Na préxima aula voltaremos 2 tarefa
especifica de determinar o modelo propriamente dito. Por ora va-
mos refletir um pouco mais sobre a relagao entre um conjunto de
dados e sua obediéncia a um modelo.

A seguir mostramos novamente o grafico contendo os valo-
res representados no grafico, no qual representamos também uma

reta que passa proxima aos pontos.
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Na realidade, mesmo usando uma régua, pode-se constatar que
nao existe uma reta que passe exatamente por todos os pontos, pois
mesmo se considerarmos que estes obedecem ao modelo, certa-
mente estaremos frente a influéncia de erros. Isto significa que a
determinacio dos valores de b_ e b, nio ¢ imediata. Qualquer que
seja a reta escolhida (implicando escolhas de b_ e b,) sempre algu-
mas das observagoes (pontos) estardo fora da reta. No jargao esta-
tistico, sempre havera os chamados residuos ou diferencas entre o
valor experimental e o valor previsto pelo modelo. Estas diferengas
ou residuos podem ter sinal (+) ou (-) dependendo do
posicionamento do valor experimental acima ou abaixo da reta.

Neste ponto vocé deve estar pensando: bem, ja que ¢ tao dificil
uma reta passar por todos os pontos e temos que “conviver’” com
os residuos, havera uma maneira de escolher qual a reta mais “cor-
reta” para representar o modelo? Na verdade hé sim, e ela é defini-
da como sendo a reta que passe “mais perto” dos pontos, ou seja, a
distancia global dos pontos em relagdo a reta devera ser a menor
possivel. Na figura, esta distancia é representada por um segmento
vertical. Na pratica, o que se faz é calcular o quadrado dos residuos
(para eliminar as diferencas de sinais) e somar estes quadrados. O
nome deste método ¢ ajuste por minimos quadrados. A reta cuja

soma seja minima sera a melhor escolha.
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Quimiometria

.u-l:ll ATIVIDADES
. Com os dados da tabela abaixo:

x ¥
1 23
2 X
E 5.8
4 Ed
5 10,3

Foi construido o seguinte grafico, onde ja esta representada uma
reta possivel (ndo se preocupe ainda com o fato de ser ou nao esta

reta a melhor escolha por minimos quadrados):

e

Indique:

a) quais os pontos pelos quais a reta passa de fato.
b) Indique quais pontos apresentaram residuo em relacao a reta

¢) Quais os sinais destes residuos.



oncluimos a partir desta aula que para variaveis

correlacionadas, ou seja, variaveis que sio dependentes
uma da outra, a partir de uma série de valores, ¢ possivel chegar a
um modelo empirico completo na forma de uma equagao de reta,
por exemplo. Contudo, devido a ocorréncia de
erros na forma de flutuacoes aleatorias, con- CONCLUS AO
cluimos que mesmo se estivermos frente a uma
dependéncia linear legitima, dificilmente ha-
verd uma reta que passe perfeitamente por todos os pontos. As di-
ferencas entre os valores experimentais e os valores previstos pelo

modelo (obviamente estes tltimos situando-se exatamente sobre a

reta) sdo os chamados residuos.

Resolvendo cubo madgico (Fonte: www.permutalivre.com.br)
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RESUMO

A partir desta aula, vamos nos ocupar da constru¢ao de mo-

delos empiricos a partir de conjuntos de dados envolvendo

um grande nimero de valores diferentes para as variaveis.
Neste contexto, um estudo mais aprofundado da dependéncia mu-
tua entre duas variaveis importantes (uma delas sendo a propria
resposta) pode nos levar a constru¢ao de um modelo empirico. Este
ultimo nada mais ¢ do que um modelo matematico mais completo,
capaz de conferir maior previsibilidade.

Utilizamos como exemplo para a ilustragao de uma regressio
dados fornecidos por um grupo de bidlogos, referentes a medidas
do tamanho das asas de uma determinada ave em relacdo a idade.
A representacao dos dados em um grafico mostrou que as variaveis
estariam correlacionadas. Aparentemente, a dependéncia ¢é linear,
assim lembrando que a equa¢do de uma reta ¢ do tipoy = b_+ b x.
O que mostramos nesta aula ¢ como realizar um ajuste dos nossos
dados a este modelo, ou seja, realizar uma série de operagdes que
nos permitam determinar os valores de b_e b, sendo que a tarefa
especifica de aplicar este modelo serd o objeto da préxima aula.

Voltando aos dados, quando nds os representamos em um gra-
fico e constatamos que aparentemente eles definem uma reta, propo-
mos a tarefa de tentar, com uma régua, desenhar uma reta que passe
por todos os pontos ou que pelo menos fique 0 mais préximo possi-
vel deles. Em geral, se estivermos frente a dados experimentais, difi-
cilmente iremos obter uma reta que passe exatamente por todos os
pontos, pois mesmo se considerarmos que estes obedecem ao mode-
lo, certamente estaremos frente a influéncia de erros. No linguajar
estatistico, sempre havera residuos, que podem ter sinal (+) ou (-)
dependendo do posicionamento do valor experimental acima ou abaixo
da reta. Assim, o método que vamos estudar calcula o quadrado dos
residuos (ajuste por minimos quadrados), sendo que melhor a reta

sera aquela cuja soma seja minima.



CONDUTIVIDADE DE SOLUCOES

O movimento de fons em uma solugdo pode ser estudado pela medida
das condutividades elétricas de solugdes de eletrdlitos. A migragio de
cations na direcao de um eletrodo carregado positivamente e de anions
em dire¢ao a um eletrodo carregado negativamente provoca um fluxo de
corrente elétrica através da solugao, sendo, portanto, dependente das pro-
priedades de transporte dos fons. Os fons H" e OH tém valores de
condutividade anormalmente elevados. Isto acontece porque um meca-
nismo especifico de condugio pode atuar para estas duas espécies em
agua, pois eles sao os constituintes do solvente. Outros fons sao atraidos
pelo campo elétrico e para se moverem tém que afastar moléculas do
solvente de seu caminho. O H" e o OH,, por outro lado, podem usar a
propria estrutura do solvente (com as ligagoes de hidrogénio) para pro-

gredirem sem terem que afastar as moléculas do solvente.

PROXIMA AULA

Caro aluno, na proxima aula iremos aprender a realizar o
o ' :
= método de ajuste por minimos quadrados, para a realiza-

" ‘ ¢do de uma regressao linear.
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