AJUSTE POR MINIMOS

QUADRADOS

META

Conduzir o aluno a aplicar o
método de ajuste por minimos
quadrados, efetuando uma
regressao linear e oferecer ao
aluno uma oportunidade de
praticar a aplicacdo do método

OBJETIVOS

Ao final desta aula o aluno
devera:

deduzir a expressao geral para
0 ajuste por minimos
quadrados;

selecionar um conjunto de
dados para aplicagao do
método;

construir as matrizes que
serao utilizadas nas operacoes
envolvidas no método;
determinar os parametros do
modelo linear, a partir das
operagdes com as matrizes.

,
PRE-REQUISITOS
Conceito de variaveis
correlacionadas, compreensao
da forma da equagao de uma
reta e do significado de ajustar
dados a um modelo,
introduzidos na aula anterior.
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Simbolo quimico (Fonte: www.contestado.com.br).



a ultima aula demos inicio ao estudo dos ajustes de mo-

delos a partir de dados experimentais, com um numero

suficiente de valores para as variaveis mais relevantes. Tivemos o
cuidado de destacar que quando nos deparamos com este tipo de
conjunto de dados, ¢ importante primeiramente analisar o compot-
tamento relativo (crescente ou decrescente) das
INTRODUQAO variaveis, uma em func¢ao da outra. Em segui-
da, para maior praticidade, representa-los em

um grafico para visualizar este comportamento. Vimos também,
ilustrando com o modelo linear (que sera o modelo enfatizado nes-
te curso), que o ajuste matematico pode ser feito pela determina-
¢ao dos parametros do modelo (boeb,). E chegada a hora de apren-
dermos a aplicar este procedimento, determinando os valores dos
parametros a partir de dados experimentais. Vale destacar que hoje
em dia a grande maioria das calculadoras cientificas executa esta
operac¢ao rapidamente, sendo, contudo, importante que o aluno te-

nha conhecimento do que estd envolvido nesta operagao.
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Professor explicando dados quimicos, fotografia, autor
desconhecido (Fonte: www.colegiosaofrancisco.com.br).
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Partindo do modelo linear especificado anteriormente:

yv.=b+bx

~ onde:
! ¢ o valor de resposta previsto pelo modelo
x, ¢ o valor da variavel experimental

b e b, sdo os parametros do modelo EQUA(;()ES

Definimos os residuos e, como sendo a

diferenca entre o valor de resposta experimental e previsto pelo

modelo:
~
= 1. —
IIE;"IJ" -]' i -vf
Em termos matriciais podemos escrever:
o
y=Xh

Os valores b e b, podem ser determinados resolvendo-se a
equagdo (semelhante a equagdo anterior, com os dois membros

multiplicados por X):
XtXbh= Xty

Isolando b, que é o que queremos determinar, teremos:
_ -1
b= (XX)1Xty

Esta equagdo da a solugdo geral para o ajuste de um modelo por
minimos quadrados para o comportamento linear. Por exemplo, se
utilizarmos os dados na tabela abaixo, que sio semelhantes ao con-
junto total de dados que vimos na aula anterior, podemos ilustrar a
aplicacdo deste método. Neste caso, colocamos como resposta a
idade e como a variavel medida o comprimento das asas, pois pode

ser interessante usar este parametro para estimar a idade das aves.

Dados:

"
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Quimiometria

Idadr = C. Asan y Ajuste y = by + 3By
3 14 1A=k, + 38
£ 13 13 = by * dby
3 22 2.2 by + 5By
3 ] ZA b, +6b
i 51 S mby +on
] 3.2 S2=hy, )

AJUSTE POR MINIMOS QUADRADOS

Colocando como matrizes:

1.4
1,5
2,2
24
31
3,2

Y:

r 1
Wrooa Ch h o1
L 1

T 1
—_ Ll L 1 =l 1

Passo a passo, precisamos achar a transposta de X, que é X,
em seguida multiplicar pela prépria matriz X, obtendo XX. Em
seguida, precisamos inverter o resultado, obtendo (XX)™. Feito isto,
precisamos fazer a multiplicagdo deste resultado pelo produto X'y.
Precisamos determinar as matrizes (XX)? e X'y e fazer a multipli-
cacdo dos resultados. Vamos por partes:

A transposta de X, ou seja, X"

=11 1 1 1 1 1
14 15 22 24 51 32

Em seguida, fazemos o produto XX:

1 1 i 1 1 1 1 1.-1-.
- |s 138
11 = ’
[ 14 15 22 24 3.1 3.2] ! 2:3 [13,3 3¢.Eﬁ:|
1 24
1 3.1
| 1 3.2
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Ajuste por minimos quadrados

Agora, com este resultado, precisamos inverté-la (XX)™:

6 13,8 1 0 _ | Lede -0]7=66
13,8 34,66 o1 0,785 0,342

Agora reservamos este resultado e fazemos o produto X'y
11 1 1 1 1
141522 24 51 32 _ 35
B 83,2

Finalmente chegamos a etapa final, que é o produto (X'X)™" X'y,

1
W ood Sho h sl
I 1

que fornece uma matriz com os valores de b_e b.:
1,646 -0,7866 35 _ | -L.0246
0,788 0,342 83,2 2,9264

Para melhor visualizagao, temos abaixo o grafico com a respecti-

va equacao da reta, determinada pelo ajuste de minimos quadrados:

12 A 18 I8 B@ K2 R4 3R IR 1@ 1] 14
s e gl dm aam
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o ATIVIDADES
.ﬂ-

Como atividade, vocé devera realizar o ajuste por minimos quadra-

dos para os demais dados da tabela que foi dada na ultima aula:

Idade x . Agas y Ajuxte y = Iy, + xhy
11 39 3=+ 1l
12 4.1 4.1 = by + Ty
14 47 4.7 =g + 14by
13 4.5 4.5 =h, + 15t
16 N 2.2 = by + 160y
1! 5.0 2,0= by + 1y

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

comece escrevendo as matrizes X e y e realize as operagdes
matriciais na ordem indicada no exemplo:

1. faca a transposta de X: (X)

2. multiplique o resultado por X: (XX)

3. inverta o resultado (ou seja, encontre a matriz inversa) (XX)
! e reserve este resultado;

4. multiplique a transposta de X (X') por y

5. multiplique o resultado da etapa 4 (X'y) por (XX)': devera

obter uma matriz de duas linhas e uma coluna, na qual os valores

correspondem exatamente a B e fB,.



Ajuste por minimos quadrados

omo principal conclusio desta aula, destacamos que a pat-

tir da forma de uma equagao de reta foi possivel deduzir
uma expressao matricial, a qual resume uma série de operagoes
matriciais relativamente simples (talvez um pouco trabalhosas). Esta
sequéncia de operagoes nos permite determi-

nar os parametros do modelo linear, a partir de CONCLUSAO

um conjunto de dados experimentais.

Analisando dados experimentais, fotografia, autor desconhecido (Fonte:
www.markelink.com)
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RESUMO

Ap6s esclarecermos o significado de ajustar dados a um mo-

delo, nesta aula aplicamos especificamente o método de ajuste

por minimos quadrados para uma regressao linear.
Partimos da expressao da equagao de uma reta, de forma geral y =
b+ b x e deduzimos a operacio matricial que nos permite deter-
minar os parametros de interesse b_e b: b = (X'X)'X'y. Esta equa-
¢do da a solugdo geral para o ajuste de um modelo por minimos
quadrados para o comportamento linear. Nesta equagio, x e y sao
matrizes que contém os dados experimentais e, de acordo com a
equagdo, varias operacOes de transposi¢ao, inversao e multiplica-
¢do, deverao ser feitas, as quais sdo ilustradas passo a passo na
aula. Inicialmente deve ser feita a transposta de X (X), cujo re-
sultado deve ser multiplicado por X (XX). Em seguida, o resulta-
do deve ser invertido (XX)' e reservado. A transposta de X (X9
deve ser multiplicada por y e o resultado (X'y), multiplicado por
(XX)!. Assim o resultado é uma matriz de duas linhas e uma co-
luna, na qual os valores correspondem exatamente a b e b,, ou
mais especificamente, b_e b,.

Este é um método poderoso - mas trabalhoso para o ajuste -,
¢ atualmente muitas calculadoras cientificas vém programadas para
realizar esta operaciao com grande rapidez. Caso vocé possua uma
calculadora cientifica, podera verificar no seu manual como esta
operacao deve ser realizada. Todavia, ¢ desaconselhavel que um
experimentalista ignore completamente os fundamentos do mé-
todo. Lembramos que a ciéncia avangou e muitos métodos e teo-
rias que hoje sdo consagrados simplesmente nao teriam sido pro-
postos se os cientistas se dessem ao luxo de ignorar conhecimen-

tos fundamentais.



OUTRAS OPERACOES COM MATRIZES

Matriz transposta: fazer a transposta de uma matriz é reescreve-la de
modo que os elementos das linhas sejam posicionados em colunas.

Matriz inversa: toda matriz, quando multiplicada pela sua inversa,
gera a matriz identidade (apenas com numeros 1 na diagonal princi-
pal, que vai do lado superior esquerdo ao inferior direito, e zeros
nas outras posi¢oes). Para encontrar a matriz inversa, aplicam-se as
regras da multiplicacao da matriz original pela sua inversa (usando
letras como elementos), tendo como resultado a matriz identidade.
Em seguida, escrevendo-se sistemas de equacdes, encontram-se 0s

valores das incognitas na matriz inversa.

PROXIMA AULA

Caro aluno, na proxima aula estudaremos como podemos
- ! : :
. analisar o desempenho de um modelo, obtido por regres-

L
" ‘ sao em representar o comportamento dos dados, o que

nao pode ser feito de modo confiavel apenas por um exa-

me visual.
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