ANALISE DO DESEMPENHO
DO MODELO EM REGRESSOES

META

Fazer com que o aluno seja
capaz de realizar os
procedimentos existentes
para a avaliacao da
qualidade dos ajustes aos
modelos.

OBJETIVOS

Ao final desta aula o aluno
devera:

calcular os desvios em
torno da média, os desvios
devidos a regressdo e os
desvios residuais e
localiza-los graficamente;
calcular as somas
quadraticas, graus de
liberdade e médias
quadraticas;

aplicar a analise da
variancia e o coeficiente de
determinacao;

aplicar a analise da
variancia;

construir e avaliar os
graficos de residuos.

PRE-REQUISITOS
Conhecimento do método
de ajuste linear por
minimos quadrados.
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escobrimos na ultima aula o que fazer com dados experi-
mentais para ajustar um modelo matematico pelo méto-
do de minimos quadrados. Mas nosso problema nao para por ai. A
qualidade do modelo ajustado a partir dos métodos de regressao
deve ser analisada para que este modelo possa

INTRODUQAO ser considerado valido, ou seja, para validar o

modelo. Para a avaliagio da qualidade do ajus-

te fazemos uso dos residuos deixados pelo modelo, com base na
suposicao de que um modelo ideal nio deixaria residuo algum.
Mesmo considerando que isto ¢ uma situacao ideal e que pratica-
mente todos os ajustes vao deixar algum residuo, existe um limite
para isto e um modelo que envolva residuos significativos sera con-
siderado um modelo ruim. Na pratica, como os residuos sio calcu-
lados pela diferenga entre os valores previstos pelo modelo e os
valores observados, um modelo com residuos significativos apre-
senta uma previsibilidade muito baixa e ndo pode ser validado. E

destas questGes que vamos tratar nesta aula.

Analise (Fonte: www.erau.edu).
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ponto de partida para a avaliacio da qualidade de um
ajuste ¢ a analise dos desvios dos valores observados
em relacdo a média global. No gréifico abaixo, estd representada a aUIa
média global (sobre a reta ajustada), os valores observados y. (ligei-
ramente fora da reta) e os valores previstos, que

também se situam sobre a reta (um deles foi REGRESSAO

marcado com um sinal +). Note o seguinte: a

distancia (vertical) entre os pontos observados e a média global
pode ser dividida em duas partes: a distancia entre o valor observa-
do e o valor previsto e a distancia entre o valor previsto e a média global.
Desta observagao iremos extrair a expressao para a variancia do modelo.
Em um modelo bem ajustado, em que os valores previstos saio muito
proximos aos valores observados, a distancia entre ambos e a média
global ¢ muito pequena.

Devemos notar também o seguinte: quando medimos os tamanhos
das asas e relacionamos com a idade das aves, é perfeitamente natural
que haja variacao na resposta medida, pois a ave esta crescendo e se
desenvolvendo. Portanto, apesar de podermos calcular uma media glo-
bal para a resposta, os desvios dos valores observados em relagio a mé-
dia global sao naturais e esperados. Se nosso modelo foi bem ajustado, os
desvios dos valores previstos em relacao a média global sio explicados
pela regressao. Por outro lado, parte dos desvios dos valores observados
em relacao a média global ¢ explicada pelos residuos. Quanto menores os

residuos, mais bem ajustado serda o modelo.
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Podemos representar matematicamente esta divisao da distancia

entre os pontos observados ¢ a média global pela seguinte expressao:

Y _J_J:(j}i _J_J)—i_(yj _j}i)

Desvio em torno da Desvio devidoa | Lesvio
midia regr essio ' rogdual

Contudo, como os desvios podem ser positivos ou negativos,
se nao utilizarmos nenhum artificio para uniformizar os sinais, te-
remos uma estimativa irreal. Por isso, fazemos a somatéria dos qua-
drados destes desvios e chamamos estes parametros de somas

quadraticas (SQ):

S -7 =206 -7) + Z (3 —37

1 7

5.0) em torno da _ 5.00. devido a . 5.0.
midia Tegr essin ' ragdial
ou:

SQ, = SQ, + SQ,

ANALISE DA VARIANCIA: COEFICIENTE DE
DETERMINACAO

Como destacamos anteriormente, a regressao explica parte
dos desvios das observagoes em relagao a media, ficando o restan-
te por conta dos residuos. Quanto maior a fracio descrita pela re-
gressdao, melhor o ajuste. O parametro que quantifica a qualidade

do ajuste é o coeficiente de determinacao R*

)
50,




Quando o ajuste ¢ o melhor possivel, os valores observados
sa0 iguals aos previstos, a regressao explica todos os desvios. As-
sim, a soma quadritica devido a regressao (SQ,) ¢ igual a soma
quadritica total (SQ,) e o coeficiente de determinagdo, portanto
seria igual a 1. Este ¢ o maior valor possivel, mas valores por exem-
plo, de 0,999 sio considerados excelentes.

A analise da variancia normalmente ¢ feita a partir de uma
tabela conhecida como tabela ANOVA (acronimo do inglés ANalysis
Of VAriance), na qual aparecem médias quadraticas ao invés de
somas quadraticas. Estas médias quadraticas sao calculadas, por
sua vez, dividindo-se as somas quadraticas por um nimero conhe-
cido como grau de liberdade (ver nota explicativa).

Voltando as nossas somas quadraticas, cada uma delas tem um
certo grau de liberdade. Para a soma quadratica dos N desvios em
relagao a média, neste caso também tera N-1 graus de liberdade. O
numero de graus de liberdade de SQ, ¢ igual a 1 pois se lembrarmos
que esta ¢ a somatoria das diferencas entre os valores previstos ¢ a
média global, os valores previstos dependem apenas do parametro
b, do modelo (lembre-se de que os valores observados nos expeti-
mentos sao independentes mas os previstos nao). No caso da soma
quadratica residual, observando a equagao que relaciona todas as
SQs (SQ, = SQ, + SQ), se o numero de graus de liberdade de
SQ, € 1, o nimero para SQ, € N-1, o numero de graus de liberdade
de SQ, s6 pode ser N-2. Logo:

GRAU DE LIBERDADE:
Vo=V, +V,

Como dissemos anteriormente, a tabela de analise da variancia
contém as médias quadraticas, que sao o resultado da divisao de

cada soma quadratica pelo seu numero de graus de liberdade:



Quimiometria

ANALISE DA VARIANCIA

" Tonte de Yariagho | Sema Quadratica | ¢ degl | Media Quadratics
Eegressio Z{"l" D ‘_}:' 1 MCOp=20y
Tesidus >y -5) ] Mrayial |
Total g i —7) el

Utilizando os dados referentes ao ajuste que fizemos na aula

passada:

ANALISE DA VARIANCIA (TABELA ANOVA)

Fonte de Varisghe | Soms Quadraties | 19 de gl Blidin Cuadratica
Hegresahe FZETT] 1 881
Beshus 5406 4 LT
Toul FTETE 3 L3067

R’ = 8Q,./SQ, = 25,881/26,8334 = 0,965

E um valor préximo de 1, o que indica que a regressio de fato
explica a maior parte da variancia, ou seja, 96,5%.

Significancia estatistica da regressao

A significancia estatistica da regressao ¢é testada fazendo-se a
razdo MQ,/MQ, e comparando-se o valor resultante com o valor
encontrado na tabela de distribuicio F | ) onde n, e n, sdo os graus
de liberdade das médias quadraticas MQ, e MQ, respectivamente,
em um determinado nivel de confian¢a. Por exemplo, se fizermos a
razdo MQ,/MQ), para os valores obtidos para nosso exemplo, obte-
remos uma razao de 110,038. O nimero de graus de liberdade de

MQ, foi 1 e de MQ), foi 4. Assim, para um nivel de confianga de

=



Analise do desempenho do modelo em regressoes

95% (que ¢ um valor muito usado), o valor previsto na tabela de
distribuicao F a 5% (que ¢ 100 % - 95 %) ¢ F, , = 7,71. Esta tabela
pode ser encontrada em livros de estatistica.

MQ,/MQ, = 25,881/0,2352 = 110,038 >>> F = 7,71

Para que nossa regressao tenha significancia estatistica, a razao
MQ,/MQ, deve ser maior ou igual ao valor contido na tabela de
distribuicio F Como o valor 110,038 é muito maior do que 7,71,
nossa regressao tem uma significancia estatistica bastante

satisfatdria.
GRAFICO DOS RESIDUOS

Finalmente, uma das maneiras mais praticas de avaliarmos o
desempenho do modelo obtido ¢ a observa¢ao do chamado grafico
dos residuos. Neste grafico representamos os residuos em fungao
do valor da variavel x e, caso o modelo esteja bem ajustado, os
valores dos residuos devem se distribuir aleatoriamente (sem apre-
sentar um padrao geométrico). Além disso, deve haver uma distri-
buicao razoavelmente homogénea de valores positivos e negativos.
Mostramos abaixo um exemplo de grafico de residuos em que estas

condicOes sdo satisfeitas, sugerindo um modelo bem ajustado.
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oncluimos, pelo que vimos nesta aula, que apds o ajuste de

um conjunto de dados experimentais a um determinado
modelo, no nosso caso um modelo linear, é sempre necessario rea-
lizar uma andlise do desempenho deste ajus-

te. Muitas pessoas simplesmente observam o

CONCLUSAO

valor do chamado coeficiente de correlaciao

ou de determina¢ao, mas vimos que isto nao ¢
suficiente. Na realidade, um modelo s6 pode ser considerado bem
ajustado, de modo inequivoco, se for feita a analise da variancia ¢ o

grafico dos residuos resultar em uma distribuicio aleatéria.
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Sequencia de modelos log-lineares herarquicos embutidos — reproducio
(Fonte: http://www.scielo.br)
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RESUMO

Vimos na ultima aula o que fazer com dados experimentais

para ajustar um modelo matematico pelo método de minimos

quadrados, mas o fato de podermos calcular os parametros de
um modelo ndo basta para que este seja validado. Em linhas gerais,
para a avaliagdo da qualidade do ajuste, fazemos uso de varios re-
cursos, como a chamada andlise da variancia e a anilise dos residu-
os deixados pelo modelo.

O ponto de partida para a avaliagdo da qualidade de um ajuste
¢ a analise dos desvios dos valores observados em relagio a média
global que podem ser divididos em duas partes: a distancia entre o
valor observado e o valor previsto e a distancia entre o valor pre-
visto e a média global. Se nosso modelo for bem ajustado, os desvi-
os dos valores previstos em relacio a média global sio explicados
pela regressao. Por outro lado, parte dos desvios dos valores obser-
vados em relagdo a média global ¢ explicado pelos residuos. Quan-
to menores os residuos, mais bem ajustado sera o modelo. Contu-
do, como os desvios podem ser positivos ou negativos, se nao utili-
zarmos nenhum artificio para uniformizar os sinais, teremos uma
estimativa irreal. Por isso, fazemos a somatéria dos quadrados des-
tes desvios e chamamos estes parametros de somas quadraticas (SQ):
SQ, = SQ, + SQ, Quanto maior a fragao descrita pela regressio,
melhor o ajuste. Posteriormente, calculam-se as médias quadraticas:
MQ,=5Q, ¢ MQ =SQ /(n-2).A significincia estatistica da regres-
sao ¢ testada fazendo-se a razao MQ,/MQ_ e comparando-se o va-
lor resultante com o valor encontrado na tabela de distribuicao F |
onde n, e n, sdo os graus de liberdade das médias quadraticas MQ,
e MQ,, respectivamente, em um determinado nivel de confianga.

Por outro lado, outra forma de avaliarmos o desempenho do
modelo obtido ¢ a observacao do chamado grafico dos residuos.
Neste grafico representamos os residuos em fungao do valor da
variavel x e, caso o modelo esteja bem ajustado, os valores dos

residuos devem se distribuir aleatoriamente.
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GRAUS DE LIBERDADE

Os graus de liberdade de um parametro representam quantos valores
independentes envolvendo as n observagoes y,, y,, y, s30 necessarios
para determinar este parametro. Por exemplo, no calculo de uma média
(lembre-se de que ela é calculada por: (1/ N)Oxi), SA0 necessarios to-
dos os N valores e a média tem, portanto, N graus de liberdade. Para os
desvios (calculados por: d = x - x__ ) a situagdo ¢ diferente, pois a
soma de todos os desvios N sempre deve dar zero. Faca um teste rapi-
do: some quatro nimeros quaisquer e faga a média, por exemplo,
3,4,5,e,6. A média da 4,5. Agora faga a soma de todos os desvios: (3-
4,5+4-4,5+5-4.5+6-4,5= 0). Se conhecermos o valor de trés dos des-
vios, o quarto valor niao ¢ independente: é obrigatoriamente o valor
que tornara a soma nula. Em outras palavras, a soma dos desvios tem
N-1 graus de liberdade, sendo N-1 valores independentes uns dos ou-

tros e 1 valor “amarrado” a soma de todos os outros.

PROXIMA AULA

.’1 Caro aluno, na préxima aula, finalmente veremos uma apli-

cagdo de ajuste de modelos a um problema tipico de qui-

mica experimental.
A ‘ p
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