EXEMPLO DE APLICAGAO
DE REGRESSAO

META

Apresentar ao aluno um
exemplo de aplicagao de
regressdo, que necessite de
um termo quadratico

OBJETIVOS

Ao final desta aula o aluno
devera:

analisar o problema pratico
da determinacdo do calor de
vaporizacdo de um liquido;
testar o ajuste do modelo
linear, e fazer a analise da
variancia e avaliar o grafico
dos residuos;

modificar o modelo linear,
incluindo um termo
guadratico;

ajustar os dados ao modelo
quadratico, fazer a analise
da variancia e avaliar o
grafico dos residuos; e
interpretar quimicamente os
resultados.

PRE-REQUISITOS
Ajuste por minimos
quadrados e analise do
desempenho de ajustes.

Vaporizagio, desenho, autor desconhecido (Fonte: www.ufmg.br)



s métodos de ajuste que vimos até aqui envolvem pres-
supostos que vio sendo incorporados e que as vezes
acabam sendo esquecidos nos tratamentos de dados. Em ativida-
des de pesquisa cientifica e também na industria, ¢ comum as pes-
soas coletarem dados e aplicarem certos modelos que parecem ser
universalmente aceitos, sem fazer a devida

INTRODUQAO analise de desempenho do modelo. O que pro-

curamos fazer nesta aula foi mostrar um exem-

plo em que varios testes iniciais de desempenho de um modelo
(que até visualmente parece perfeitamente satisfatorio) apontam
para um bom desempenho, mas que, no final da avaliacao, se mos-
tra invalido. Com isso, buscamos ilustrar também a aplicacao do
método de ajuste por minimos quadrados a um modelo nao-linear,

que pode ser considerado como uma expansao do modelo linear.
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Pesquisa cientifica, fotografia, autor desconhecido (Fonte: www.sesuweb.mec.gov.br)
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demos mostrar que a dependéncia da pressio de vapor de
um liquido com a temperatura obedece a equacao de

Clausius-Clapeyron (ver nota explicativa):

~ At (1

Py =by=— |+ VAPORIZACAO

y =b +bx

Observe que a equagao lembra a equagdo de uma reta, com
coeficientes b e, como b, ~( AWPH) /R, onde R é a constante dos
gases. Como y temos InP e como x temos 1/T.

Com base nisto, um experimento comum em disciplinas de fisi-
co-quimica experimental é a determinacido da entalpia de vaporiza-
¢ao do liquido ( A H ), através de medidas da variagdo da pressao
de vapor com a temperatura. O valor de A £ sera obtido, caso os
dados se ajustem satisfatoriamente ao modelo linear, a partir da
inclinagao da reta.

Suponha que vocé fez esta pratica e obteve, para o tetracloreto
de carbono (CCl,), os dados de pressao de vapor em fungio da tem-
peratura apresentados na tabela a seguir:

Variagio de pressio do vapor de CCl, com a temperatura

Enuaks Tk Praphare
1 g 3,4
3 203 0,rr
3 293 122
4 303 0,150
5 313 L1 ey
i 3 [ b
7 333 [FLE
B k) [ )
'y 353 1,024

@
199

=iy



Observando a equagio, vocé percebe que nela aparece o in-

verso da temperatura (1/7T) e o logaritmo neperiano da pressao
ln(PvaP). Assim, antes de continuar, vocé precisa fazer estes calcu-
los com os dados experimentais. Os resultados estao apresentados
na tabela abaixo.

Variagdo de In da pressio do vapor de CCl, com o inverso da

temperatura

Ensain T L Prap)
] (RS = 3T
. 0003534 =55
i [T TE] 2104
E B,053 -1LEE
3 0003153 -1.245
& 0,00505% G621
1 0,003003 -0,3092
] 0,009 15 LTS
] 0,002533 01165

Em seguida, vocé submeteu os dados a um ajuste linear, pelo
método dos minimos quadrados e também os representou em um
grafico. O grafico obtido, mostrado a seguir, inclui os pontos obser-

vados experimentalmente e a reta proveniente do ajuste.
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Exemplo de aplicacao de regressao

Aparentemente, todos os dados estdo praticamente sobre a reta
proposta e nossos problemas acabaram... Sera? Nao ¢ assim tio
simples e o olho humano pode ser enganado facilmente nessas ana-
lises de desempenho.

Vamos inicialmente realizar a anilise da varidncia, calculando
as somas quadraticas e, a partir do numero de graus de liberdade,

calculamos também as médias quadraticas.

Fonte de Variaglis | Boms Qasdrestien W gl Midin Qundratien
Regreizhs 3,204 1 9B
[ Elesiduc 0,003 7 4 65ex10Y
[Totad 907 g

O coeficiente de determinacio R? foi de 0,9997, indicativo de
um ajuste muito satisfatério. A razdo MQ,/MQ_ obtida foi de
2,1x10* que, comparada ao valor do teste F1,7 = 5,59, é um valor
extremamente alto. Este valor indicaria que temos uma regressao
significativa estatisticamente, nao fosse por um detalhe: o teste F
pressupoe uma distribui¢io normal dos residuos. Contudo, observe

o grafico dos residuos a seguir.
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Observando o grafico dos residuos, percebemos que, ao invés
de se distribuirem de forma aleatéria, estes sugerem nitidamente
um padrio geométrico, no qual a regiao central do grafico concen-
tra os residuos positivos, ao passo que os residuos negativos locali-
zam-se nas extremidades.

Qual conclusio pode ser tirada apds esta tentativa quase bem-
sucedida de aplicar o modelo linear? O modelo linear precisa ser
ampliado, ou seja, precisamos incluir além dos coeficientes b_e b,
que ¢ multiplicado por (1/T), um novo coeficiente b, que seja mul-
tiplicado por (1/T?). Assim, nosso modelo, que era linear, passa a
ser um modelo chamado quadratico. Vamos admitir que a influén-
cia da temperatura sobre a pressio de vapor seja adequadamente

descrita pela equagao:
lanp = b0 -(AvapH)/R(l /T) + bz(l /T?)

O ajuste por minimos quadrados ¢ feito utilizando o mesmo

método mostrado para o ajuste linear, mas a ordem das matrizes

aumenta:
= | 1311 X2 y= | vl
1 32 o2 ¥ 5= Bo
................. ¥3 1
1 Jn Xn® B2
j?ﬂ




Exemplo de aplicacao de regressao

.u":’ ATIVIDADES
. Faca as operagdes com as matrizes referentes ao problema, para
ajustar por minimos quadrados o modelo quadratico.

O resultado grafico é mostrado na figura a seguir, bem como os
parametros b, = 8,065, b, = -1954,42 ¢ b, = 300310,6.
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A avaliacio do desempenho deste novo modelo deve ser feita
pela analise da variancia, pelo coeficiente de determinacio e pelo
grafico dos residuos. A novidade aqui é que na analise da variancia,
a razio MQ,/MQ, deve ser comparada ao valorde F,  enioF, ,
pois agora a ordem do ajuste é 2. Vemos que o valor de R foi igual
a 1 e o valor da razao MQ,/MQ, foi 2,2x10°, muito maior do que

F,, =4,74.

ANALISE DA VARIANCIA - MODELO

QUADRATICO
Fonte de Variaghe | Soma Quadratica | 19° de gl Media Quadratica
| Hegrmsho 507 F] a0
Hestilun 0,000 [} q_SBbel0re
Tadal 2807 E:
B = 1008, Fpp =515 c=< 222108




Quimiometria

Finalmente, o grafico de residuos ficou satisfatério, com uma
distribuicdo aleatdria e razoavelmente homogénea em termos de

sinais.
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A interpretagao quimica que podemos dar a este exercicio é
que a superioridade do modelo quadratico significa que o calor de
vaporizagao nao pode ser considerado constante no intervalo de

temperatura estudado.
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omo conclusoes desta aula, podemos destacar a importan-

cia da andlise completa do desempenho de um ajuste. E
absolutamente temerario limitar isso a um simples exame visual e
realmente muito arriscado somente examinar o coeficiente de de-
terminacdo, como muita gente faz. Na ver-
dade, mesmo a andlise da variancia pode CONCLUSAO
guardar armadilhas, ficando de fato a cargo
do grafico de residuos a demonstracao da

eficiencia do processo.

Anilise de dados, fotomontagem, autor desconhecido (Fonte: www.maxsecure.com.br).
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RESUMO

Em atividades de pesquisa cientifica e também na indus-
tria ¢ comum as pessoas coletarem dados e aplicarem certos
modelos que parecem ser universalmente aceitos, sem fazer a

devida andlise de desempenho do modelo. O que procuramos fazer
nesta aula foi mostrar um exemplo em que varios testes iniciais de
desempenho de um modelo (que até visualmente parece perfeita-
mente satisfatério) apontam para um bom desempenho, mas que,
no final da avaliacio, se mostra invalido.

Apresentam-se dados do logaritmo da pressao de vapor de
um liquido e do inverso da temperatura. Ha uma equagao, na teoria
de fisico-quimica, que sugere que a relagdo entre estas variaveis ¢
linear. Com isso em mente, um aluno aplicou o método de ajuste
por minimos quadrados a estes dados, fazendo um ajuste linear.
Construiu também o grafico mostrando o posicionamento dos da-
dos observados frente a reta obtida pelo ajuste. Aparentemente,
através de um exame visual, o ajuste foi perfeito.

O coeficiente de determinacio R? foi de 0,9997, indicativo
de um ajuste muito satisfatério. A razao MQ,/MQ_ obtida foi de
2,1x10* que, comparada ao valor do teste F1,7 = 5,59, é um valor
extremamente alto. Este valor indicaria que temos uma regressao
significativa estatisticamente, nao fosse por um detalhe: o teste I
pressupde uma distribuicao normal dos residuos. Ao construir o
grafico dos residuos, qual niao foi sua surpresa ao observar que es-
tes definiram uma parabola, sem qualquer possibilidade de se cons-
tatar uma distribuicdo aleatéria.

Assim, concluiu que o modelo linear precisava ser ampliado,
com a inclusio de um novo coeficiente b, que seja multiplicado por
(1/T%). Assim, nosso modelo, que era linear, passa a ser um modelo
chamado quadratico. A interpretagdo Quimica que podemos dar a
este exercicio é que a superioridade do modelo quadratico significa
que o calor de vaporizagao nao pode ser considerado constante no

intervalo de temperatura estudado.



A EQUACAO DE CLAUSIUS-CLAPEYRON

Se perguntarmos aos alunos qual ¢ a temperatura de ebulicio da
agua na pressao correspondente ao nivel do mar, todos (ou a gran-
de maioria) saberdo responder. Porém, sera que temos como saber
qual seria a temperatura de ebulicao para valores diferentes de pres-
saor E se estivermos preocupados com um liquido que nao seja a
agua? Sera que ¢ possivel calcular estes “novos” valores de tempe-
ratura? Ha, para isto, equagoes que nos permitem calcular as condi-
coes de mudanca de fases (lembre-se das mudancas de estado fisi-
co: fusdo, vaporizagao e sublimacio, pois ¢ disto que estamos fa-
lando), em situagdes diferentes das condi¢Ges padrio que encon-
tramos nas tabelas. A equacdo de Clausius-Clapeyron ¢ a equagio
que permite calcular, para a transiciao entre liquido e gas, as pres-
soes de equilibro a diferentes temperaturas ou vice-versa, ou seja,
as temperaturas de equilibrio a diferentes pressoes, para qualquer
substancia, desde que saibamos a entalpia padrio da transi¢ao. Para
a fusdo e a sublimagdo, had equacdes ligeiramente diferentes, mas

que levam ao mesmo tipo de informagao.
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