AULA

Limites de Funcoes
de Variaveis Complexas

META:

Introduzir o conceito de limite de fungoes de varidveis complexas.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir limites de fungoes de variaveis complexas e

determinar o limite de algumas funcoes de variaveis complexas.
PRE-REQUISITOS

Aula01 de Variaveis Complexas e os conhecimentos bésicos, da dis-

ciplina Calculo II.
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2.1 Introducao

Caros alunos o tema de nossa aula de hoje é “Limites de Fungoes
de Variaveis Complexas”. Antes de entrarmos no tema central
no entanto, faremos um pequeno passeio pela topologia do plano
complexo. A rigor, as nocgoes topologicas aqui expostas nao se
restringem ao plano complexo. Estes conceitos, em especial o de
bola aberta serao usados nas defini¢oes de limite e continuidade de

funcgbes complexas.

2.2 Topologia do Plano Complexo

Vamos iniciar nossa aula com as defini¢coes, com alguns pequenos

comentéarios, de alguns conceitos topologicos. Comegando por:

Definigao 2.1. Sejam 2y € C um ponto do plano complexo e r > 0
um real positivo. definimos a bola aberta de centro em zg e raio r
por:

B (z0) ={z € Cl|lz — 20| < r}

OBS 2.1. Apesar do nome bola aberta, a representacao geométrica
de uma bola aberta de centro em zg € C e raio r > 0 é (ver figura
2.1), no plano complexo C, é o interior um disco cujo centro é 2

e cujo raio é r.

Podemos definir também, a bola fechada incluindo as bordas i.e.

Definicao 2.2. Sejam zg € C um ponto do plano complexoer > 0
um real positivo. definimos a bola fechada de centro em zy e raio
r por:

B.(20) ={z € C||z — 20| <1}
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By (20)
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Figura 2.1: Bola Aberta no Plano Complexo

Definicao 2.3. Seja D C C um subconjunto do plano complexo.
Dizemos que D é um conjunto aberto se, somente se: Para todo

z € D, existe € > 0 tal que B.(z) C D.

OBS 2.2. Em un conjunto aberto cada ponto é centro de alguma
bola aberta inteiramente contida no conjunto. Em particular cada
bola aberta em C' é por sua vez um conjunto aberto. Também é
aberto o plano complexo C. E o conjunto vazio () é aberto, pois

satisfaz a defini¢ao de conjunto vazio.

Definigao 2.4. Seja D C C um subconjunto do plano complexo.
Dizemos que D é um conjunto fechado se, somente se se comple-

mentar Cc (D) em relagio a C for aberto.

OBS 2.3. Bolas fechadas sao conjuntos fechados. Também é
fechado o plano complexo C, visto que seu complementar, o con-

junto vazio (), ¢ um conjunto aberto.

Definigao 2.5. Sejam D C C um subconjunto do plano complexo
e z € D. Dizemos que z é um ponto interior de D se, somente se

existe ¢ > 0 tal que B:(z) C D.
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OBS 2.4. Todos os pontos de um conjunto D aberto sao pontos

interiores de D.

Definigao 2.6. Sejam D C C um subconjunto do plano complexo
e z € C. Dizemos que z é um ponto exterior de D se, somente se

existe € > 0 tal que B(z) C Cc(D).

Definicao 2.7. Sejam D C C um subconjunto do plano complexo
e z € C. Dizemos que z é um ponto de fronteira de D se, somente

se para todo € > 0, B-(2) N D # () e B-(2) NCc(D) # 0.

Definigao 2.8. Sejam D C C um subconjunto do plano complexo

e z € C. Dizemos que z é um ponto de acumulacdo de D se,

somente se para todo € > 0 tal que B.(z) N D # (.

OBS 2.5. Todos os pontos de um conjunto D aberto sdo pontos
de acumulagao. Todos os pontos de fronteira de um conjunto D

sao pontos de acumulagao.

2.3 Funcoes de Variaveis Complexas

Consideraremos aqui fungoes de varidveis complexas, que questao
de economia serao chamadas simplesmente func¢oes complexas.

Seja. D C C um subconjunto do plano complexo. Uma fungao
complexa f é uma regra que associa cada ponto z de D a um
ntmero complexo denotado w. O nimero w é chamado de o valor

de f no ponto z ou imagem de z por f e denotado f(z) i.e.

w = f(2)

OBS 2.6. Adotaremos também, a notacdo usual de funcoes i.e.
para indicar uma funcao f de dominio D C C em C usamos f :

DcCw—C.
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Também, com o objetivo de simplificacao e a menos que seja indi-

cado o contrario, o dominio de D de f serd um conjunto aberto.

OBS 2.7. Desde que a imagem de uma fungao complexa é um
nimero complexo, podemos ter uma forma alternativa de repre-

sentar func¢oes complexas pondo z = x + y2 e

f(2) = [z + 1) = u(a,y) + oz, y)

onde as fungbes u : D C C — Rewv : D C C +— R sao ditas
componentes real e imaginaria de f respectivamente.

Exemplo 2.1. Para a funcdo f : C + C dada por f(z) = 23 suas

componentes sio u(z,y) = 2° — 3xy? e v(x,y) = 322y — ¢ ie.

f(e) pode ser escrita como:

f(z) = flx+m) = (z+n)°

=(x+y).(z+wn).(x+y)

= ((af2 — yz) + 2z).(x + Y1)

= (2* = 32y”) + (32%y —

2.4 Limites de Funcoes de Variaveis Complexas

Comegaremos diretamente pela definigao de limite.

Definigao 2.9. Seja f : D C C — C uma fun¢do complexa de
dominio D aberto e zgp € D. Dizemos que L € C é o limite de f(z)
quando z tende a zg, denotado Zli_glo f(z) = L se, somente se para
todo € > 0, existe d > 0 tal que para todo z € Bs(zp) — {20} temos
f(2) € B.(L)

OBS 2.8. A defini¢ao acima, traduzindo em palavras, quer dizer

que se L é o limite de f(z) quando z se aproxima de zy a imagem
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a imagem f(z) estd em uma bola arbitrariamente pequena B. (L)

de centro em L.

Para ilustrar o célculo de limites usando a definicdo, veremos o

seguinte exemplo:

Exemplo 2.2. Seja f : C+— C dada por: f(z) =

Determinar o limite de f(z) quando z tende a 2.

SOLUCAOQO: Como 2® = — suspeitamos que £1£>ri f(z) = —1. Va-
mos comprovar, usando a definicao de limite.

Para cada real positivo ¢ > 0, existe um real positivo § > 0 tal
que:

Vz € Bs(1) — {2} temos: f(z) € B.(—1).

Podemos, de forma mais conveniente, descrever a situacao acima
em termos de modulo da seguinte forma:

V2|0 < |z —1| < § temos: |23 +1| <e.

Para ter isso escrevermos:

|23 42| = |23 =48
= |(z —2)(2% 4+ 212 +1?)| (2.2)

<lz—a |2+ m+? <e

Se, temporariamente, limitarmos z de modo que |z—2| < 1 teremos:

2] — o] < |z —2| <1
2 —1<1 (2.3)

|z| <2
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Dai, teremos a seguinte limitagao:
|22 4 28 4+ 42| < |22 + | 22| + o
< [2f* + [2lfe] + Jof (2.4)
<7
Bom, agora podemos provar o limite:
Ve >,36 > 0,6 =min{l,e/7}|Vz,0 < |z —1| < 6.
Como |z —12| < 6 e § = min{l,&/7} temos que valem ao mesmo
tempo as seguintes desigualdades:
|z =1 <le|z—1] <e/T.
Da primeira desigualdade garantimos a desigualdade eqn 2.3.3
que por sua vez garante a desigualdade eqn 2.4.3.

Por outro lado, da segunda desigualdade temos:

<

7 (2.5)
|z —1].7T<e

|z —1| <

Das desigualdades eqn 2.5 ¢ eqn 2.4.3 temos:
|z =l |22+ 2 +4% <e
l(z—2). (2 +a+1%)| <e (2.6)

3

|23 =¥ < ¢

Dai, temos:
Ve >,36 > 0,0 = min{1,e/7}|Vz,0 < |z —12| < — |[2° +1| < ¢
Que podemos sintetizar como:

lim f(z) = —

zZ—1
Teorema 2.1. Sejam D C C um aberto de C, f: D C C— C uma
fungao compleza e zy € D. Se lim f(z) = wy e lim f(z) = w;y
2—20 220

entao wg = wy.
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OBS 2.9. O teorema acima garante que se existe o limite de f(e)

em um ponto zy entao este limite é Gnico.

Teorema 2.2. Sejam D C C um aberto de C, f: D C C— C

uma fung¢ao complexa de componentes f(z) = f(z+y2) = u(x,y)+

v(z, YN, 20 = xo+yort € D ewy = ug+vpr € C. Entao li_>m f(z) =
2Z—20

wo se, somente se: IlLIng u(z,y) =up e 115%10 v(z,y) = vo.

Y—=Yo Y—=yo
Temos também o seguinte teorema que sintetiza algumas das pro-

priedades referentes a operagoes com limites.

Teorema 2.3. Sejam D C C um aberto de C, f,g: D C C —
C duas fungoes complexas e zg € D tais que li_}In f(z) = fo e
Z—20

lim g(z) = go entao:
Z—20

1) lim (f +g)(2) = lim f(2) + lim g(2) = fo+ g0

Z—20

i) lim (f —g)(z) = lim f(z) — lim g(z) = fo — go

Z—rZ20 Z—r20 Z—r 20

i) lim (£9)(2) = lim (). lim g(2) = fo.go

Z—20 Z—r20
f lm f2)
iw) lim (=) (2) = 2——~="5segg#0
220\ g lim g(2) ~ go
z—20

OBS 2.10. As propriedades dos limites de fungoes complexas re-
sumida no teorema 2.3 nostra basicamente que limites de fungoes
complexas tém as mesmas propriedades que fungoes de valores reais

quanto a operagoes com limites.

2.5 Continuidade de Funcoes complexas

E vamos & definicao de imediato.
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Definigao 2.10. Sejam D C C um abertode C, F: D C C— C
uma fungdo complexa e zgp € D. Dizemos que f(e) é continua se,

somente se:

lim f(z) = f(z0)

Z*)Z)
OBS 2.11. A equacao da definicdo acima sintetiza trés requisitos
para a continuidade de uma fun¢do em um ponto. Primeiro a

funcao tem que ser definida no ponto. Segundo o limite li_>m f(2)
z Z)
existe. E terceiro é requerida a igualdade lim f(z) = f(zo).
Z—>Z)

OBS 2.12. Se a fungao f(e) é continua em todos os pontos de seu

dominio D dizemos simplesmente que f(e) é uma funcao continua.

O seguinte teorema caracteriza algumas das propriedades referen-

tes a funcoes continuas.

Teorema 2.4. Sejam D C C um aberto de C, f,g: D C C+— C

e duas fungoes complexas continuas em D e zg € D entao:
i) (f +9)(z) € continua em zy

it) (f —g)(z) € continua em 2

iii) (f.g)(z) € continua em zy

i) g(z) é continua em zy se g(z) #0,Vz € D

OBS 2.13. As propriedades acima decorrem imediatamente das

propriedades das operacoes com limites.

Teorema 2.5. Sejam D1, Dy C C, abertos deC, f: Dy CC— C
eg: Dy CCw— Dy CC duas fungdes complexas continuas em Do

e Dy respectivamente e zg € D1 entao:

lim (fog)(z) = f(g(20))

Z—20
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OBS 2.14. O teorema acima diz em outras palavras que a com-

posta de fungées continua é também uma fungdo continua.

2.6 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que as mesmas noc¢oes topologicas de R?
podem ser estendidas ao plano complexo e que limites de fungoes
de valores complexos comportam-se tal e qual limites de fungoes
de valores reais, possuindo basicamente as mesmas propriedades

no que se refere as operagoes com limites.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 02 constam os seguintes topicos:

Topologia do Plano Complexo

Definimos os seguintes conceitos topoldgicos no plano complexo:
Bola Aberta

Sejam zg € C um ponto do plano complexo e r > 0 um real posi-

tivo. definimos a bola aberta de centro em zy e raio r por:
Br(20) ={z € Cllz — 20| < r}

Bola Fechada
Sejam zg € C um ponto do plano complexo e r > 0 um real

positivo. definimos a bola fechada de centro em zg e raio r por:
B.(z0) ={z € C||z — 20| <1}

Conjunto Aberto

Seja D C C um subconjunto do plano complexo. Dizemos que D é
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um conjunto aberto se, somente se: Para todo z € D, existe € > 0
tal que B.(z) C D.

Conjunto Fechado

Seja D C C um subconjunto do plano complexo. Dizemos que D
é um conjunto fechado se, somente se se complementar C¢c(D) em
relagao a C for aberto.

Ponto Interior

Sejam D C C um subconjunto do plano complexo e z € D. Dize-
mos que z é um ponto interior de D se, somente se existe € > 0 tal
que B.(z) C D.

Ponto Exterior

Sejam D C C um subconjunto do plano complexo e z € C. Dize-
mos que z é um ponto exterior de D se, somente se existe € > 0
tal que B.(z) C Cc(D).

Ponto de Fronteira

Sejam D C C um subconjunto do plano complexo e z € C. Dize-
mos que z é um ponto de fronteira de D se, somente se para todo
€>0,B(2)ND #0e B(2) NCc(D) # 0.

Ponto de Acumulagao

Sejam D C C um subconjunto do plano complexo e z € C. Dize-
mos que z é um ponto de acumulagao de D se, somente se para
todo € > 0 tal que B.(z) N D # (.

Funcgoes Complexas

Podemos representar fungoes complexas de diversas formas como:
Para f: D C C— C podemos escrever:

w = f(z) ou

Se z = x4+ podemos escrever f(z) = f(x+y) = u(z,y)+v(z,y)

onde u(z,y) e v(z,y) sao ditas componentes de f(e).
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Limites de Fungoes Complexas
Quanto a limites de fungbes complexas destacamos os seguintes
topicos:
Definicao
Seja f: D C C+— C uma func¢do complexa de dominio D aberto e
29 € D. Dizemos que L € C é o limite de f(z) quando z tende a
20, denotado ZILIEO f(z) = L se, somente se para todo ¢ > 0, existe
0 > 0 tal que para todo z € Bs(29) — {20} temos f(z) € B:(L)
Teorema 1
Sejam D C C um aberto de C, f : D C C +— C uma fungao
complexa e z9 € D. Se lerglo f(z) = wy e ZlLrglO f(z) = wy entao
wy = wi.
Teorema 2
Sejam D C C um aberto de C, f : D C C +— C uma fungao
complexa de componentes f(z) = f(x + ) = u(z,y) + v(x,y)s,
zo =xo+ yort € D e wg = ug + vor € C. Entéo zh—>r20 f(2) = wy se,
somente se: IlLrglO u(z,y) =ug e IlLrglo v(z,y) = vp.

Y—=yo Yy—y0
Teorema 3 (Operagoes com Limites)

Sejam D C C um aberto de C, f,g : D C C — C duas fungoes

complexas e zp € D tais que lim f(z) = fo e lim g(z) = go entao:
Z—20 Z—20

i) lim (f +9)(2) = lim f(2) + lim g(z) = fo+ g0

Z—r20

ii) lim (f —g)(z) = lim f(2) — lim g(2) = fo — g0

Z—20 Z— 20 Z—20
iif) lim (f.g)(2) = lim f(z). lim g(z) = fo.go
I
iv) lim / (z):w:hsegg#o
220 \ g lim g(z) g0
Z—20
Definicao

Sejam D C C um aberto de C, F : D C C — C uma funcao
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complexa e zp € D. Dizemos que f(e) ¢ continua se, somente se: 2

lim f(z) = f(z0)

Z—)Z)
Propriedades da Fungoes Continuas
Sejam D C C um aberto de C, f,g : D C C — C duas fungoes

complexas e zg € D tais que lim f(z) = fop e lim g(z) = go entao:
Z—20 Z—r20

i) lim (f +9)(z) = Zli_}rr;o f(z)+ Zli_{rzlog(Z) = fo+ g0

Z—r20

i) lim (f —g¢)(z) = lim f(2) — lim g(z) = fo— 9o

Z—20 Z—20 Z—20

iif) lim (f.9)(2) = lim f(2). lim g(=) = fo.go

. . f zli—>r20 f(Z) fO
0 1 (5) 0= o~y 0 [

PROXIMA AULA

A nossa proxima aula serd dedicada & "Derivacao de Fungoes
Complexas”~ onde veremos que a estrutura multiplicativa do corpo

dos nimeros complexos faz com que a derivagao no plano complexo

seja significativamente diferente da derivacdo em R?.

ATIVIDADES b

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 2.1. Seja f : C — C dada por: f(z) =

Mostrar que o limite de f(z) quando z tende a2 é —1.
Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao o

exemplo, ele lhe servira de guia.
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ATIV. 2.2. Seja f : C +— C dada por: f(z) = az? + bz + ¢, onde
a,b,c € C. Mostrar que f(e) é continua em z.
Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o

exemplo, ele lhe servira de guia.
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