AULA

Derivacao Complexa

META:

Introduzir o conceito de derivada de funcbes de varidveis com-
plexas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir derivada de func¢oes de variaveis complexas e

determinar a derivada de algumas fungoes de varidveis complexas.
PRE-REQUISITOS

Aula02 de Variaveis Complexas e os conhecimentos basicos, da dis-

ciplina Calculo II.
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3.1 Introducao

Caros alunos em nossa aula de hoje veremos a Derivacao Com-
plexa. Em muitos aspectos a derivacao complexa tem as mesmas
propriedades da derivagao real. Em outros porém a derivagao com-
plexa é peculiar e estas peculiaridades serao parte do tema de nossa

aula.

3.2 Derivacao Complexa
Iniciaremos pela defini¢do de derivada de uma funcao complexa.

Definigao 3.1. Sejam D C C aberto, zo € De f: D CCw— C
uma fun¢ao complexa. Definimos a derivada de f(e) no ponto zo,

denotada f’(2p), por:

e i £E) = 1(20)

Z—20 zZ— 20

(3.7)

OBS 3.1. Esta implicito na definicdo acima que a derivada de
f(e) é dada pela expressao a direita se, somente se o limite existe.
Podemos expressar também o limite usando uma nova variavel
Az = z — 29, z = 2y + Az, onde Az é escolhido de modo que

tenhamos z € D.

() def i flz0+ Az) — f(z20)

220 AZ

(3.8)

OBS 3.2. Para que a derivada de f(e) exista em um ponto zg € D
é necessario que o limite da defini¢ao seja independente da maneira

como z se aproxima de zg.

Vejamos, agora, dois exemplos:
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Exemplo 3.1. Seja f : C — C dada por f(z) = z3. Calculemos
sua derivada.

SOLUCAOQO: Seja 2z € C temos:

flzo +Az) = f(20) _ (20 +A2)° — 2
Az Az
23+ 32302+ 320(Az2)? + (Az)P — 2
Az
328 Az 4 320(A2)% + (Az)?
N Az

=322 + 32002 + (Az)?

Passando o limite Az — 0 e usando a defini¢do de derivada eqn

3.8 temos:

lim flzo +Az) — f(z0) ~ lim
Az—0 Az Az—0

f(z0) = 3z(2) O

(328 4+ 32002 + (A2)?)

Vamos ao segundo exemplo:

Exemplo 3.2. Seja f : C + C dada por f(z) = |z|?. Calculemos
sua derivada.

SOLUCAO: Seja z € C temos:

flzo+A2) = f(20) _ |20+ Az[* — |20
Az N Az
(z0 + Az)(z0 + Az) — 2020
Az
2020 + 200z + 20Az + AzAz — 2%
Az
_ ZoAz + 200z + AzAz
Az

Az ——
=Zo+ 20— + Az
0+ 2077
Vamos passar o limite Az — 0 por dois caminhos distintos.

Caminho 1: Vamos fazer Az — 0 seguindo um caminho paralelo

ao eixo real. Neste caso Az = Az +01 = Az, Az = Az — 01 = Ax.
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Az
Dai. =2
AL

caso a Az — 0 temos:

= 1. E passando o limite Az — 0 que é equivalente, neste

f'(z0) = 20 + 20

Caminho 2: Vamos fazer Az — 0 seguindo um caminho paralelo
ao eixo imaginario. Neste caso Az = 0 + Ay = 1Ay, Az =
Az

0 — Ayr = —Ay. Dai, ~ —1. E passando o limite Az — 0
z

que ¢é equivalente, neste caso a Ay — 0 temos:
f'(20) = Z0 — 20

Dai, f(z) = |2|? ndo é derivével em ponto nenhum do plano com-

plexo, exceto em zy = 0. [

3.3 Regras de Derivacao Complexa

Se f(e) e g(e) sao fungdes derivaveis em um ponto zp € C entao

valem as seguintes regras de derivagao:

—_

- (f+9)(20) = f'(20) + ¢ (20)

2. (f = 9)(20) = f'(20) — 9'(20)

3. (f-9)'(20) = f(20)-9'(20) + g(20)-f'(20)
IAY ) f(20)-9'(20) — g(20)-1"(20) se alz
(1) ) - e olz0) #0

Demonstraremos, agora, uma das regras de derivagdo complexa.
A saber.
Se f(e) e g(e) sao fungoes derivaveis em um ponto zp € C entao

vale a seguinte regra de derivagao:
Y _ f(20)-9'(20) — g9(20)-f'(20)
E (20) =

9*(20)

se g(zo) # 0.
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PROVA: Parasimplificar trocaremos Az por A\. Usando a defini¢ao 3

de derivada complexa temos:

Yo -
g

A—>0 A
flzo+ ) f(20)
— i 90 TN )
A—0 A (3.9)
f(z0 +N)g(20) — f(20)g9(20 + A)
i g(20 + A)g(20)
A—0 A
_ lim f(z0 + A)g(20) — f(20)g(2z0 + A)
A—0 9(z0 + N)g(z0)A

Adicionando o termo nulo —f(z0)g(z0) + f(20)9(z0) ao denomi-

nador da equacao eqn 3.9.4 acima temos:

AN o flzo+Ng(z0) = f(20)9(20)
<g> (z0) = lim

A—0 9(z0 + N)g(2z0)A

i L 2009020 + ) = f(20)9(z0)
A—0 g(Z() + )\) ( ))\

) gz0) S0+ ) — F(z0)
2—0 g(zo0 + N)g(20) A

e G gGotN gt O
2—0 g(zo0 + N)g(20) A

— lim 9(20) lim f(z0+ ) — f(20)
2—0 g(z0 + N)g(z0) A—=0 A

L TG gt N ()
A—0 g(z0 + N)g(z0) A—0 A

Como as fungoes f(o) e g(e) sao derivaveis, sao também continuas

e da definicao de derivada complexa temos:
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9(20) _ 9(%0)
A=0 g(z0 + N g(z0)  gr(z0)
f(Z()) _ f(ZO)
2=0 g(z0 + Ng(z0)  ¢%(20)
) = Jim 02 AT
o (o) = Jim 21020150

Logo a ultima equagao eqn 3.10.3 passa a:

<£> (20) = 9(20) f/(z()) _ f(20) g/(20>

9%(20) 9%(20)
_ 9(20)f"(20) = [ (20)9'(20)
9 (20)

3.4 Equacoes de Cauchy-Riemann

Nesta secao estabeleceremos condi¢oes necessérias e suficiente para
garantir a existéncia da derivada de uma fungao de varidveis com-

plexas em um ponto do plano complexo.

Teorema 3.1. Seja D C C aberto e suponhamos que f: D C C —
C, f(z) = u(z,y) +v(z,y)e e f'(2) existam na vizinhanga de um
ponto zg = xg + yor € C. Entdo as derivadas parciais de primeira

ordem de u e v com relacdo a x e ay existem e satisfazem:

au(w Y0) av(w Y0)
S W0, Y0) — 5 \L0, Y0
O % (3.11)

%(a?o, Yo) = —(ij(xo, Y0)

PROVA: Da hipotese do teorema f(z) = u(z,y)+v(z,y)r e f'(2)
estdo definidas em uma vizinhanca do ponto zy = ¢ + yg2 € C.

Da defini¢do de derivada temos:

F(z0) & 1im {2 =T (20) (3.12)

Z—r20 zZ— 20
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Podemos tomar dois casos (caminhos):
Caso 1 podemos fazer z — zy seguindo o caminho z = x + yoz,
z—2zp =z +yot — (xo + yor) =  — z¢ que é equivalente a x — x

e temos:

f(z) = f(z0)  u(w,y0) +v(z,y0)r — w(xo+,y0) — v(xo, yo)
z—29 T — X
_u(®, yo0) — u(wo,Yo) n z”(% Yo) — v(z0, o)

r — X r — X

Passando o limite z — 2y (de forma equivalente) z — x( temos:

lim f(z) — f(z0) ~ lim u(z,yo) — u(zo,Yo)
zz0 Z— 20 A T — Tp 313
7(20) = 220, 90) + 22 (0, 0) o

20) = o Z0o, Yo o Zo, Yo )?

Caso 2 podemos fazer z — zp seguindo o caminho z = xg + 1,
z—20 =xo+yt— (xo+yor) = (y — yo)2 que é equivalente a y — yp

e temos:

f(2) = f(z0)  u(zo,y) +v(xo,y)2 — u(xo+,yo) — v(zo, Yo)?

2= 20 T — X
_ u(zo,y) —ulzo,0) ,  v(z0,y) — v(20,%0)
(Y —vo) (Y —vo)
_ _ZU(xo,y) — u(zo, Yo) T v(@o,y) — v(zo, Yo)
(¥ — o) (¥ — vo)

Passando o limite z — 2 (de forma equivalente) x — z¢ temos:

i ) = fz0) _ o ul@o,y) — u(zo, yo)
=20 2= 2 y=ryo (¥ — o)
f'(z0) = —i@(xo Yo) + @(fﬂo Y0) (3.14)
oy oy
ov ou

= a*y(ﬂ?o,yo) - a*y(l“oayo)z

Comparando as equagoes eqn 3.13.3 e eqn 3.14.3 temos:

8 (o) + 22 (o, o) = 22 (20, 0) — 2 (o, o)
61’ 05 Y0 am 0, Y0 — ay 0, Y0 ay 05 Y0
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Da igualdade de nimeros complexos temos:

0 0
5 (0, 90) = 5 (50,30)
ov ou

—(z =——(z U

8$( anO) ay( 073/0)
Antes de provar a suficiéncia, provaremos um lema que serd muito
util.

Lema 3.1. Sejam D C R? um aberto e f : D C R? — R uma
fungao com derivadas parciais e D, continuas em (xo,yo) € D.

Entao:

0 0
J(xo+ X yo+n)— f(wo,y0) = (%(900, Yo) A+ 85(3?07y0)77+§/\+07

onde £ -0 e — 0 quando X - 0 en — 0.

PROVA: Comegamos por escrever a diferenga f(zg+ A, yo+1) —

f(x0,y0) como:

f(@o+ X yo+1n) — f(zo,v0) = f(zo+ A yo +1) — f(zo,y0 + 1)
+ f(anyO + 77) - f('IanO)
(3.15)

Do teorema do valor médio para fungoes de uma variavel real existe

t € (0,1) tal que:

0
f(@o+ X yo+n) — f(zo,y0 +n) = ETi(xO +tA, Yo + n)A

0 .
Como a—f é continua em D a diferenca:
x

0
(xo +tA\, yo + 1) — l($07 o)

0
5()‘777) = 8f Oz

oz
tende a zero quando A — 0 e n — 0. Dai, temos:

ot Ao+ ) = Sango+) = (S an,n) +€) 3 (3.16)
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Do mesmo modo temos:

Foryo + 1) — Flzo, o) = (ggjm,y@ " c) n o (317)

portanto das equagdes eqn 3.15, eqn 3.16 e eqn 3.17 temos

0 0
o Ao-+1) = o, i) = 5 (v, )+ 5 (o, o)+ €3+ G

e fica provado o lema. [J

Vamos, agora, provar a suficiéncia.

Teorema 3.2. Seja D C C aberto e suponhamos que f: D C C —

Oou Ov
C seja uma funcao complexa tal que as deriwadas parciais 9%’ 9z
x

ox’
ou Ov . . .
— e — existam em D e sdo continuas em zy = xg + yor. Se as

oy 0Oy

condicoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em zg,

0 0
5 (0, 90) = 5 (20,30)

ov ou
a(l‘o, yo) = _87;(1:0’ yo)

entao f é derivavel em zg.

PROVA: Como, da hipotese,

ou Ou . .
e — sao continuas, aplicando

0z Oy

o lema a u(z,y), temos:

Ay = u(:CO + )‘7 Yo + 77) - U(%‘O, yO)
(3.18)

ou ou

= %(9?07 Yo)A + a*y(afov Yo)n + &N+ G

onde £ +0e (g - 0quando A -+ 0en— 0.
Ov

v
Do mesmo modo, Como, da hipétese, — e — sdo continuas,

or Oy
aplicando o lema a v(z,y), temos:

Av =v(zo+ N\, yo + 1) — v(xo, Yo)
50 9 (3.19)
= *($07y0)>‘ + aiy

e (70, y0)n + 2 + C2n

47



Derivacao Complexa

48

onde &5 — 0 e (o — 0 quando A — 0 e n — 0. Das equagoes eqn

3.18 e eqn 3.19 temos:

Aw = Au+ Awune
ou Ov ou Ov (3.20)
= ((fkc—l—wz) A+ <8y+8yz)n+§)\+@

onde omitimos o argumento (xg,yo) das derivadas parciais e £ =
Si+&el=0+C.
Das equagoes de Cauchy-Riemann podemos reescrever a equagao

eqn 3.20 como:

Aw = (8u+81}>)\+ (—81)4—8“z>77+§)\+€77

Jdr O Oxr Ox
(3.21)
@Jr@z A+m) +EX+C
or " Oz 7 7
Dividindo a equagdo eqn 3.21 por Az = A + m temos:
Aw  (Ou  Ov EXN+(n
A <ax + a:::’) N (322)

Antes de fazer Az — 0 em eqn 3.22 temos que mostrar que

EA+Cn

im >———=
Az—0 A+m
e usando a desigualdade triangular temos:

A+

= 0. Para isto tomando o moédulo da expressao

2
A+m ‘ﬂ‘)\—k 2 M‘)\—Fm (3:23)
A A U ]

C = < = <1
oo A4+m VA2 2 T ’)\—I—m VA2 2 T

podemos reescrever eqn 3.23 como:
EA+Cn
< |20 < 3.24
< | Sl (3.24)

Passando o limite Az — 0 em eqn 3.24 lembrando que £ — 0 e
¢ — 0 quando Az — 0 temos:

£A+<n
A+m
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A
e portanto lim M = 0 e passando o limite Az — 0 em eqn
Az—0 A+ m
3.22 temos:
Aw  Ou  Ov
/ = 1 _— o
1(z0) Aro Az Oz + 8a:z

Portanto a derivada f/(zg) existe e é tnica. O

Agora um exemplo de aplicagao das equagoes de Cauchy-Riemann.
Em secdo anterior vimos que a funcdo f(z) = 23 era derivével
usando para isso a definicdo de derivada complexa. Por outro

lado podemos expressar a fungdo em suas componentes reais e

imaginarias da seguinte forma:

f(z)=2°= f(x+ ) = (z + )
= (z+ )"+ )
= (2® — y2 + 2zp1)(z + 1)
=2° — 3vy® + 32%y — y*n
Temos entdo u(z,y) = 23 — 32y e v(z,y) = 322 — y3. Derivando

com relagao a x e a y temos:

ou

9 322 — 3y?
gz = —6xy

% = 6xy

gz =327 — 3y2

Vemos pois, que as equagoes de Cauchy-Riemann:

du  Ov
oz oy
ou v
dy Oz

sao satisfeitas para todo z =z + y2 € C.
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3.5 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que derivagao de fungoes complexas em
alguns aspectos é semelhante a derivagao de fungoes reais enquanto

que em outros aspectos diferem sensivelmente.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 03 constam os seguintes topicos:

Derivagao Complexa

Defini¢cao da derivagao complexa:

DEFINICAO: Sejam D C C aberto, 20 € De f: D C C— C
uma fungao complexa. Definimos a derivada de f(e) no ponto 2o,

denotada f’(zp), por:

e i TE) = 10)

Z—20 zZ— 20

Regras de Derivagao Complexa

Para a derivacao complexa temos, entre outras, as seguintes regras:
L (f+9)(20) = f'(20) + ¢'(20)
2. (f —9)'(20) = f'(20) — ¢'(20)

3. (f.9)"(20) = f(20)-9'(20) + g(20)-f'(20)
' f(20).9'(20) — g(20)-f'(20)
L () o=

9*(%0)

se g(20) # 0

Equagoes de Cauchy-Riemann
Os seguintes teoremas constituem condigdes necessaria e suficiente

(respectivamente) para a derivabilidade de uma fungao complexa:
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TEOREMA: (condigdo necessaria) 3
Seja D C C aberto e suponhamos que f : D C C — C, f(z) =
u(z,y) +v(z,y)r e f'(2) existam na vizinhanga de um ponto zy =
o + yot € C. Entao as derivadas parciais de primeira ordem de u

e v com relagdo a = e a y existem e satisfazem:

0 0
5 (70 00) = (0. 90)
ov ou

%(wo,yo) = —a*y(ﬂﬁoayo)

TEOREMA: (condigao suficiente)

Seja D C C aberto e suponhamos que f: D C C — C seja uma
ov Ou Ov

du v Ou Ov
Ox’ 0z’ Oy Oy

existam em D e sdo continuas em zg = zg + yot. Se as condigoes

funcao complexa tal que as derivadas parciais

de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em zg,

0 0
5 (10 00) = (0. 0)
ov ou

%(xo,yo) = —a*y(»”vo?yo)

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos mais alguns aspectos da derivacao
de fungoes complexas. Em particular fun¢ées holomorfas e a lig-

acao de funcoes harmonicas com a derivacao complexa.
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ATIVIDADES

Deixamos como atividades o céalculo de algumas integrais du-

plas.

ATIV. 3.1. Se f(e) e g(e) sao fungoes derivaveis em um ponto
zg € C entao vale a seguinte regra de derivagao:

(f-9)'(z0) = f(20)-9'(20) + 9(20)-f' (20)-

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao a
demonstracao de uma das regras de derivagao complexa, ela lhe

servira de guia.

ATIV. 3.2. Mostre que as componentes da fungao complexa f(x+
) = sin(z) cosh(y) + cos(z) sinh(y)e satisfazem as equagoes de
Cauchy-Riemann.

Comentario: Reveja as derivadas das fung¢oes trigonométricas e

das funcoes hiperboélicas.
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