AULA

Funcoes Elementares
do Calculo Complexos 1

META:

Definir algumas func¢ées elementares no campo dos complexos.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir algumas fungoes elementares no campo dos complexos e
provar algumas de suas propriedades.

PRE-REQUISITOS

Aula 01 de Variaveis Complexas.
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5.1 Introducao

Caros alunos iniciaremos o estudo de algumas funcgoes de va-
ridveis complexas. Estenderemos, nesta aula, as defini¢oes das
fungoes exponencial e logaritmo ao dominio dos ntmeros com-

plexos e estudaremos algumas de suas propriedades.

5.2 Funcao Exponencial

Se uma fungao f(e) de variavel complexa z = x+wuz se reduziré, no
campo dos reais, a velha e conhecida funcao exponencial devemos
exigir que:

flz+02) =¢€"

para todo real z. Com isto em mente vamos & definigao.

Definigao 5.1. Para todo z € C a fungao exponencial calculada

no ponto z = x + 1y, denotada exp(z) ¢ definida por:
exp(z) Lef e (cos(y) + sin(y)2) (5.52)
OBS 5.1. Claramente a definigdo acima concorda com o que es-

peramos inicialmente da funcdo exponencial pois,

exp(z + 0z2) Lef oo (cos(0) + sin(0)2) = e”.

As partes real e imaginéaria da funcdo exponencial sao:

u(x,y) = e* cos(y) (5.53)

v(z,y) = e”sin(y)

Dali, derivando eqn 6.64.1 e eqn 6.64.2 com relagao a x e com
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relacdo a y temos:

ou -
il cos(y)
a—u = —e” sin(y)
pid o (5.54)
= ¢ sin(y)
v x
oy e” cos(y)

Das equacoes eqn 6.65 podemos verificar facilmente que:

ou_ v
o ™, (5.5
dy oz

Logo as equagbes de Cauchy-Riemman sao satisfeitas. E da con-
tinuidade das derivadas das equacoes eqn 6.65 temos que a funcao

exponencial exp(e) é holomorfa.

OBS 5.2. Como e” esta definida Vz € R e cos(y) e sin(y) es-
tao definidas Yy € R temos que exp(z) esta definida Vz € C i.e.
Dom(exp) = C.

Por outro lado, como Img(e” cos(y)) = R e Img(e®sin(y)) = R
poderiamos pensar que a imagem da funcao exponencial seria todo
o plano complexo. Porém, como e* > 0,Vz € R e as fungoes cos(y)

e sin(y) nao se anulam ao mesmo tempo em nenhum y € R temos

que exp(z) # 0,Vz € C. Dai, Img(exp) = C*.

5.3 Propriedades da Funcao Exponencial

Listaremos, aqui, algumas das propriedades da fungao exponencial
no campo dos complexos. Algumas das propriedades da fun¢ao ex-
ponencial no campo dos reais valem para o campo dos complexos.

Adicionalmente, teremos algumas outras propriedades da funcao

71



Funcoes Elementares do Calculo Complexos 1

72

Figura 5.1: Dominio da func¢ao exponencial

exponencial que valem apenas no campo dos complexos (a exem-

plo da periodicidade).

o Vz1,29 € C,exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2)

1
exp(2)

Vk € Z,Vz € C,exp(kz) = (exp(2))*

o Vz e C,exp(—2) =

Vz € C,exp(z) = exp(z)

Vz € C,exp(z + 2m) = exp(z)

OBS 5.3. A ultima propriedade vale apenas no campo dos com-
plexos e nos diz que a funcdo exponencial é periddica de periodo
imaginario 2ms. Com isso a fungdo exponencial no campo dos
complexos é uma funcao multiforme. Em outras palavras uma
funcdo nado injetora. Para recuperar o carater injetor podemos
restringir o dominio de definicdo da fungdo exponencial & faixa
Dom(exp(z)) = R x [—7, +7) (ver figura 5.1). Quanto a imagem
continua a mesma I'mg(exp(z)) = C* i.e. todo o plano complexo

exceto a origem.

Faremos aqui a demonstracao de apenas uma das propriedades da

funcao exponencial. A saber:
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Demonstragao da Primeira Propriedade: Sejam z1,29 € C

dados por: z1 = x1 + Y12 € 23 = T3 + y92. Dali, temos:

exp(21) exp(zg) = € (cos(y1) + sin(y1)2)e™ (cos(y2) + sin(y2)2)
"2 (cos(y1) cos(y2) + sin(y1) cos(ya)e
+ sin(y2) cos(y1)s — sin(y1) sin(y2))
= "2 (cos(y1) cos(y2) — sin(y1) sin(ya)
+ (sin(y1) cos(yz) + sin(y2) cos(y1))2)
= "2 (cos(y1 + y2) + sin(y1 + y2)t)

= exp(z1 + 22)
OBS 5.4. Para um z € C puramente real z = z 4+ Oz temos:
exp(z) = exp(x + 02) = €(cos(0) + sin(0)2) = e*

Como poténcia de base e as propriedades da func¢do exponencial
nao entram em conflito com as propriedades usuais das poténcias.

E para um z € C puramente imaginério z = 0 4 y2 temos:
exp(z) = exp(0 4 y2) = €°(cos(y) + sin(y)z) = cos(y) + sin(y)s
Desta forma podemos introduzir a notacao devida a Eiiler:
exp(ye) = e¥* = cos(y) + sin(y)2

e teremos um nova forma de escrever um nimero complexo. Senao
vejamos: Dado z € C, z = = + 12 em sua forma polar z =
r(cos(f) + sin(f)z). Tomaremos a = In(r) e podemos escrever o

nimero complexo z de diversas formas. A saber:

z =z +y1 = r(cos(d) + sin(0)z) = re’ =

5
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5.4 Derivada da Funcao Exponencial

Do exposto na secao anterior, sabemos que a funcao exponencial
exp(e) ¢ holomorfa Vz € C e portanto sua derivada pode ser dada

por:

0
oxp'(2) = 7 exp(z + y1)

= %(e”" cos(f) + e sin(0)2)

= e” cos(0) + " sin(0)2 (5.56)

= exp(x + y2)
= exp(2)
OBS 5.5. Vemos pois que a fun¢do exponencial no campo dos

complexos tem a mesma derivada que a fungao exponencial no

campo dos reais i.e. exp/(z) = exp(z).

5.5 Funcao Logaritmo

O fato da fungao exponencial ser periédica de periodo imaginario
2m transforma-se em um problema ao se definir a fungao logaritmo
como a inversa da func¢do exponencial pois tira da fungao exponen-
cial a propriedade de funcao injetora que a func¢ao exponencial no

campo dos reais tem.
Definigao 5.2. Definimos a fungao “logaritmo em um ponto z €
C,z=re" r€0,00) e €[~ +r), por:

log(2) dof In(r)+ (04 2knh, keZ (5.57)

A funcao logaritmo assim definida é uma fun¢do multiforme com

infinitos valores associados a cada ponto z € C. Cada valor de k €
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Z corresponde a um ramo da funcao logaritmo. O ramo principal

corresponde a k =0 i.e.

log(z) o In(r) + 0 (5.58)
OBS 5.6. Vemos entao que a funcao logaritmo restrita a cada

ramo é uma fungao injetora. Em particular o ramo principal 6.69.

5.6 Propriedades da Funcao Logaritmo

Listaremos, aqui, algumas das propriedades da fungao logaritmo
no campo dos complexos. Algumas das propriedades da funcao

logaritmo no campo dos reais valem para o campo dos complexos.

o Vz1, 29 € C* log(z1.22) = log(z1) + log(22)

21

e Vz1,29 € C* log < ) = log(z1) — log(z2)

22

o Vz e C* exp(log(z)) = 2

Faremos aqui a demonstracao de apenas uma das propriedades da
funcdo logaritmo. A saber:

Demonstragao da Primeira Propriedade: Sejam z1, 2z, € C*

01

dados por: z1 = r1e!1* e z9 = r9e2*. Dai, temos:
p 1 1 2 2 )

01 621,)

log(z1.22) = log(r1e”**.rqe

= log(rlrge(eﬁ%)z)
= In(rir2) + (01 + 02 + 2km)e,Vk € Z

=In(ry) + In(re) + (61 + 2mm) + (02 + 2nmw)e, Ym,n € Z

= (In(r1) + (61 + 2mn)) + (In(r2) + (02 + 2n7)e),Vm,n € Z

= log(z1) + log(22)
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OBS 5.7. Na demonstracao acima, a passagem do passo 3 para
o passo 4 é justificada pois, para cada k € Z podemos escrever

k = m + n de infinitas maneiras.

OBS 5.8. A propriedade 3 diz que a fungao logaritmo log(e) é a
inversa a direita da fun¢do exponencial exp(e) porém, nao é inversa

a esquerda. Tomando z = z 4 y2 temos:

log(exp(z)) = log(e”.e”*)
=In(e®) + (y + 2km),Vk € Z
=x+yr+2kn,Vk € Z

=242k, VhEZ

#* 2z

devido ao carater de funcao multivalorada do logaritmo definido
por eqn 6.68 porém, se nos restringirmos ao ramo principal a

funcao log(e) ¢ também inversa a esquerda da func¢ao exponencial

exp(e).

5.7 Derivada da Funcao Logaritmo

Antes de calcular a derivada da fungao logaritmo vejamos como
reescrever a equagoes que determinam a derivada de uma funcao
f(e) complexa em coordenadas polares, vista na aula anterior,
pondo z = re?. Da aula anterior se f(z) = f(r(cos(f)+sin(6))) =
u(r,0) + v(r,0)r temos:

@7 10v

T rog
v _ " Tou
or  rob
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para as equagoes de Cauchy-Riemann e 5
ou v
10\ — (sl — n(— ==
() = (cos(-6) + sin(-n). ( 50.0) + 500

N %“OS(“’) +sin(=0)). <gZ(9) + ng, 9)z>

Para a derivada de f(e). Pondo z = re? podemos reescrever as

equagoes acima como:

fl(z) =e <gjf(r, 0) + Z:(r, 9)1)

e (550 + o)

e’
As partes real e imaginaria da fungao logaritmo sao:

u(r,0) = In(r)
v(r,0) =0+ 2kn,Vk € Z

(5.59)

Dai, derivando eqn 6.70.1 e eqn 6.70.2 com relagdo a x e com

relacdo a y temos:

Ou _ 1
glc:g
gg:o (5.60)
3
=

Das equactes eqn 6.71 podemos verificar facilmente que:

u(r,0) = In(r)
u(r,0) =0 + 2kn,Vk € Z

(5.61)

Logo as equagoes de Cauchy-Riemman sao satisfeitas. E da con-
tinuidade das derivadas das equagoes eqn 6.71 temos que a funcao
logaritmo log(e) é holomorfa.

Quanto a derivada da funcao logaritmo com wu(r,0) = In(r) e
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v(r,0) = 0 + 2kn,Vk € Z temos:

In'(z) = e, (g:f(r, 0) + g:f(r, 0)2)

0 0
_ =0 [ ¥ .
=e <8r In(r) + o (0 + 2k7r)z>

1 4 (5.62)

OBS 5.9. Vemos pois que a fun¢édo logaritmo no campo dos com-
plexos tem a mesma derivada que a func¢do logaritmo no campo

1
dos reais i.e. In'(z) = ~.
z

5.8 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que a funcao exponencial e a fungao
logaritmo podem ser estendidas de modo intuitivo no dominio dos
nimeros complexos mantendo suas propriedades originais pratica-

mente intactas.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 05 constam os seguintes topicos:

Funcao Exponencial
Definimos a fungdo exponencial da seguinte forma:
Definigao: Para todo z € C a fungao exponencial calculada no

ponto z = x + y2, denotada exp(z) ¢ definida por:

exp(2) Lef e (cos(y) + sin(y)z)
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Algumas Propriedades da Fungao Exponencial 5

A fungéo exponencial assim definida tem as seguintes propriedades:

Vz1,29 € C,exp(z1 + 2z2) = exp(z1) exp(22)

1
exp(2)

Vk € 7,Vz € C,exp(kz) = (exp(2))*

o Vz e C,exp(—z) =

o Vz € C,exp(z) = exp(2)

o Vz € C,exp(z + 2m) = exp(z)

Derivada da Fungao Exponencial
A derivada da fungao exponencial exp(e) no campo dos complexos
¢ dada por:
exp(2) = exp(2)
Funcao Logaritmo
Definimos a funcao logaritmo da seguinte forma:

Definigao: Definimos a fung¢do logaritmo em um ponto z € C,

z=re® re[0,00) e c[—m, +), por:
log(2) < In(r) + (0 + 2k, k € Z

Algumas Propriedades da Fungao Logaritmo

A funcéo logaritmo assim definida tem as seguintes propriedades:

o Vz1, 29 € C* log(21.22) = log(z1) + log(z2)

« V1,7 € €, log (;) — log(=1) — log(22)
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o Vz e C* exp(log(z)) = 2

Derivada da Fungao Logaritmo
A derivada da fungao logaritmo log(e) no campo dos complexos é

dada por:

1
log'(z) = =
z

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula vamos continuaremos o estudo da ex-
tensao da definicao de algumas fung¢des do campo real para o campo
complexo. Em particular as fungoes trigonométricas e as fungoes

hiperbdlicas.

ATIVIDADES

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 5.1. Considere a fungao exponencial exp(e) no campo dos

complexos e mostre que:

Vk € Z,Vz € C,exp(kz) = (exp(z))*
Comentario: Use o principio da indugao.

ATITV. 5.2. Seja A € C e defina a funcao:

AL exp(Alog(z)),Vz € C
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Mostre, que se tomarmos o ramo principal de log(e) a fungao assim 5

definida é holomorfa e sua derivada é dada por:

A A—1
—z2" =Xz
dz

Comentario: Use a regra da cadeia.
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