AULA

Integracao Complexa

META:

Introduzir o conceito de integracao de funcoes de varidveis com-
plexas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir a integral de uma funcao complexa.

Calcular integral de algumas func¢oes de varidveis complexas.
PRE-REQUISITOS

Aula05 e aula06 de Variaveis Complexas.
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7.1 Introducao

Caros alunos o tema dessa nossa aula é “Integragdo Complexa”
comecaremos por definir a integral de uma funcdo complexa ao
longo de uma curva no plano complexo C veremos também a re-
lacao entre a integracao complexa e a integragao real bem como

algumas das propriedades da integragao complexa.

7.2 Integracao Complexa

Sejam D C C um aberto de C, f : D C C +— C uma fungao
complexa continua e C' C D uma curva suave contida em D (ver
figura 7.1).

Subdividimos C' em n partes através dos pontos zg, 21, ..., Zn.

Figura 7.1: Integral de Linha €T

Para cada arco de curva ligando zp_1 a 2z tomamos um ponto

arbitrario & e fazemos a soma:

Sp = f(&)(21 — 20) + f(&2)(22 — 21) + - + f(&n) (20 — 2n—1)

n

S (&) (26 — 21-1)

k=1
(7.105)
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Fazendo Azp = 2z, —z;,_1 podemos reescrever a equacao eqn 7.105

CcOomo:

Sn

F(&1)Az + f(§2)Az + -+ f(&n)Az,

n (7.106)
= > f(&)Az

k=1
Fazendo o ntmero de pontos da particdo n tender ao infinito, em
eqn 7.106 de modo que o comprimento da maior corda |Az| tenda
a zero, o soma S, tende a um limite que independe da subdivisao
de C. A esse limite chamamos de integral de f(e) ao longo de C' e

denotamos:
/ f(z)dz (7.107)
C

OBS 7.1. A integral acima definida ¢ denominada integral de
linha complexa ou simplesmente integral de linha de f(e) ao longo
da curva C. Observe que se f(z) é analitica em D C C, entao f(z)

é certamente integravel ao longo de C

7.3 Integrais de Linha Reais

Nesta se¢do procuramos relembrar algumas férmulas sobre inte-
grais de linhas reais.

Sejam P(z,y) e Q(z,y) fungoes de valores reais de = e y, continuas
em todos os pontos de uma curva C, podemos definir a integral de

linha real por:
| (@i + Pa.)ay) (7.108)
E se C for parametrizada por z = Z(t) e y = y(t), t € [a,b]

podemos reescrever a integral de linha real eqn 7.108 como:

b
/ (QUE(t), §(1))2'(t) + P(£(t), ()3 (t))dt (7.109)
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OBS 7.2. Para o caso em que C é uma curva lisa por partes
podemos integrar, segundo eqn 7.109, em cada uma das partes

em que a curva ¢ lisa e totalizar os resultados.

7.4 Relacao entre Integrais de Linha Complexa

e Real

A integral de linha complexa dada por eqn 7.107 pode ser ree-

scrita em funcao das integrais de linha reais da seguinte forma:

[ Gz = [ (ulasy) +s0(e.).(d + 1dy)
C C
:/C(u(x,y)dx—v(:c,y)dy) (7.110)

—|—z/c(v(m,y)dx + u(z,y)dy)

OBS 7.3. Podemos também, considerar eqn 7.110 como a defini¢ao

oficial da integral de linha complexa.
Para ilustrar veremos um exemplo de integral de linha complexa.

Exemplo 7.1. Sejam f : C — C dada por f(z) =z=z+wy e
C ¢ o circulo de centro em zp = a + b e raio r (ver figura 7.2 ).

SOLUCAO: Como f(z) = z entdo u(z,y) = = e v(z,y) = v.
Resta, antes de efetuar a integragdo de linha propriamente dita,
providenciar uma parametrizacao para a curva C'. Vamos propor
uma parametrizacao para a curva C. Como C é um circulo de
raio r e centro em zy = a + b uma possivel parametrizagao é
x =a+rcos(t) ey =b+rsin(t), t € [0,2m). Dai, dv = —rsin(t)dt

e dy = r cos(t)dt. Podemos calcular em separado as duas integrais
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Figura 7.2: Exemplo 7.1

em eqn 7.110. A sabe:

~ [ (e = o )dy)
C
~ [ (ads — yay
C
2m
= /0 ((a + rcos(t).(—rsin(t) — (b+ rsin(t)).r cos(t))dt

2m
= /0 (—arsin(t) — brcos(t) — 2r? sin(t) cos(t))dt

,sin?(t) ) 2

= (ar cos(t) — brsin(t) — 2r 5 .

=0
(7.111)
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Para a segunda integral:
~ [ (e g)dy + v(a. )ds)
C
= / (xdy + ydzx)
C
2m
= /0 ((a 4 rcos(t).r cos(t) + (b+ rsin(t)).(—rsin(t)))dt
2m
= /0 (ar cos(t) — brsin(t) — r?(cos®(t) — sin®(t))dt

sin(2t) |27

)

= (arsin(t) + brcos(t) — r? 5 .

=0
(7.112)

Portanto, de eqn 7.110, eqn 7.111 e eqn 7.112 temos:

/C F(2)dz =00

Encerraremos esta se¢ao com um teorema (sem demonstragao) que

resume algumas das propriedades da integral de linha complexa.

Teorema 7.1. Sejam D C C um aberto f,g: D C C +— C duas

funcoes complexas integraveis sobre a curva lisa C C D, entao:
) [Graede= [ rede [ g
C C C
i) / af(z)dz = a/ f(2)dz, a € C.
C C
b a
i11) / f(z)dz = —/ f(2)dz, a,b e C.
a b

i) /abf(z)dz = /acf(z)dz—i-/cbf(z)dz, a,b,ce C.

v) ’ /C F(2)dz

mento de C'.

< ML onde |f(z)] < M,Vz€ C e L é o compri-




Variaveis Complexas

AULA

7.5 Integral Indefinida

Vermos agora, que podemos estender o conceito de integral in-

definida para func¢oes complexas.

Definigao 7.1. Sejam D C C um abertoe f,F : D C C+— C
duas fungoes complexas tais que F'(z) = f(z). Dizemos que F(z)

¢ a integral indefinida de f(z) e denotamos:

Flz) = / F(2)dz

7.6 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que existe uma forte relagao entre a in-
tegral de linha complexa e real e que a integral indefinida complexa

segue o mesmo padrao que a real.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 07 constam os seguintes topicos:

Integracao Complexa

Sejam D C C um aberto de C, f : D C C + C uma fungao com-
plexa continua e C' C D uma curva suave contida em D podemos
escrever a integral de linha complexa em funcéo das integrais de

linha reais da seguinte forma:

/ f(z)dz :/ u(z,y) +w(x,y)).(dx + 2dy)
C

(
C

= / (u(z,y)dr — v(z,y)dy)
C

+1,/C(v(x,y)da: + u(z, y)dy)
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Algumas Propriedades da Integral de Linha
Sejam D C C um aberto f,g : D C C +— C duas fun¢es complexas

integraveis sobre a curva lisa C C D, entao:

) [ [ 1o [ o

i) /C af(2)dz = /C F(2)dz, a € C.
i) /abf(z)dz _ /baf(z)dz, abeC.

iv) /abf(z)dz _ /acf(z)dz—l—/cbf(z)dz, abceC.

v) ' /C f(2)dz

mento de C.

< ML onde |f(z)| < M,Vz € C e L é o compri-

Integral Indefinida

A integral indefinida complexa é definida do mesmo modo que
integral indefinida real. A saber:

Sejam D C C um aberto e f,F : D C C +— C duas fungoes
complexas tais que F’'(z) = f(z). Dizemos que F(z) é a integral

indefinida de f(z) e denotamos:
F(z) = /f(z)dz

PROXIMA AULA

Em nossa préxima aula veremos alguns teoremas sobre inte-
gracao de fungoes complexas conhecidos como teoria de Cauchy.
Em particular daremos énfase ao teorema de Cauchy-Goursat que
diz que a integral de uma fung¢@o holomorfa sobre uma curva fechada

simples é zero.
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Figura 7.3: Atividade 1

ATIVIDADES

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 7.1. Sejam f: C + C dada por f(z) =23 e C éa “curva
suave por partes dada pela figura 7.3 onde a parte parabdlica é

dada por y 4 22. Determine a integral de linha / f(z)dz.
C

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao o

exemplo e na parametrizagao procure fazer x(t) = t.
ATIV. 7.2. Sejam f : C+— C dada por f(z) =z e C ¢é o circulo
de centro em zyp = a + bz e raio r (ver figura 7.2 ). Calcule:

/C F(2)d=.

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o

exemplo, ela lhe servira de guia.
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