AULA

Convergéncia de Séries
de Nimeros Complexos

META:

Apresentar o conceito de convergéncia de séries de nimeros com-
plexos.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir convergéncia de séries de nimeros complexos e calcular o
limite de algumas séries de ntimeros complexos.
PRE-REQUISITOS

Aula01 de Variaveis Complexas e os conhecimentos basicos, da dis-

ciplina Calculo II.
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9.1 Introducao

Caros alunos veremos aqui um pouco de seqiiéncias e séries de
ntmeros complexos. Seqiiéncias pois sdo essenciais ao estudo das
séries e séries pois sdo essenciais ao estudo das fungoes holomorfas

visto que essas podem ser expressas como série de poténcias.

9.2 Sequéncias de Numeros Complexos

Comegaremos pela defini¢ao de seqiiéncias de niimeros complexos.

A saber:

Definicao 9.1. Uma seqiiéncia de nimeros complexos é uma func¢ao
cujo dominio é o conjunto do ntmeros naturais N e o contra-

dominio o conjunto dos ntimeros complexos C, z : N — C.

O n-ésimo termo da seqiiéncia serd denotado z(n) ou alternativa-
mente z, (que utilizaremos daqui para a frente). Uma seqiiéncia
pode ser denotada alternativamente por {z,,n € N} ou {z,} (que

utilizaremos daqui para a frente).

Exemplo 9.1. Como exemplos de seqiiéncias temos:
1. {zptonde zp=2ez, =2+ 2z,-1,n=1,2,3,...
2. {zx} onde z, =n?+1,n=0,1,2,...

Definigao 9.2. Seja {z,} uma seqiiéncia de ntimeros complexos.
Dizemos que {z,} é uma seqiiéncia limitada se, somente se existe

K > 0 tal que z, € Bg(0),Vn € N.

OBS 9.1. Uma seqiiéncia é limitada se todos os seus elementos

pertencem a alguma bola aberta.
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Definicao 9.3. Seja {z,} uma seqiiéncia de nameros complexos.

Dizemos que z € C ¢ o limite de {z,}, denotado z = lim z,,
n—o0

se, somente se para todo € > 0 existe ng € N tal que Vn > ny,

zn € B:(2).

OBS 9.2. Se uma seqiiéncia {z,} tem limite dizemos alternativa-
mente que ela converge. Por outro lado se {z,} nao possui limite

dizemos que a seqiiéncia diverge.

9.3 Alguns Teoremas

Veremos agora alguns teoremas sobre seqiiéncias de Ntimeros Com-

plexos.

Teorema 9.1. Seja {z,} uma seqiiéncias de nimeros complezos.

Se {zn} € convergente entio {z,} é limitada.

PROVA: Como {z,} & convergente existe z € C tal que z =
7}1_)1{.10 zn. Dai, tomando € = 1 existe ng € N tal que Vn > ng, z, €
Bi(z).

Dai, usando a desigualdade triangular, temos:

|zn, — 2] < 1 = |z| < 14 |z|. De outra forma: ¥Yn > ng,z, €

Bi42(0). O

Teorema 9.2. Seja {z,} uma seqiiéncias de nimeros complexos

tal que zp, = Ty, +ynt onde {zn} € {yn} sao seqiiéncias de nimeros

reais entao z = r + yt = lim 2z, se, somente se x = lim x, e
n—o0 n—oo

= lim y,.
n—oo

PROVA: A prova seré dividida em duas partes:

Parte 1: Sez=x+y1 = li_>m zn entao para todo € > 0, existe
n—oo

9
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ng € N tal que:

Vn > ng, z, € B:(z), de outra forma: Vn > ng, |z, — z| < e.

por outro lado, como |z, — z| < /(7 — )2+ (Y — ¥)? = |20 —
z| <e.
Dai, temos: Ve > 0,3ng € N|Vn > ny, |z, — 2| < .
logo z = lim z,.
n—oo

Do mesmo modo:
y = lim yp,.

n—o0
Parte 2: sex = lim x, e y = lim ¥, entdo para todo € > 0
existe n1,no € N tal que:
€
5
Tomando ny = max{ny,ns} as desigualdades acima valem simul-

Vn > nq, ]a;n—a:\<§evn2n2, yn —y| <

taneamente se n > ng 1.e.
€
2

€

Vn > ng, |z, — x| <
Dali, temos:

|zn — 2| <l|xn — 2|+ |yn —y| < %—F%:sLogo zn € Be(2).
Dal, temos:

Ve > 0,3ng € N|Vn > ng, 2z, € B:(2).

logo z = lim z,. O
n—oo

Teorema 9.3. Sejam {z,} e {w,} duas seqiéncias de nimeros

complexos tais que z = lim 2z, e w = lim w, entdo:
n—oo n—oo

i) lim az, = az, para todo a € C
n—oo

it) lim (z, +wy) =24+ w
n—oo

i11) nli_}ngo(zn —wp) =z —w

iv) nh_)rgo(znwn) = z.w
v) nh_}n;ow—n— , sew #0
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PROVA: Provaremos apenas a 4ii) o restante ficara a cargo dos
alunos.

Para todo € > 0, existem ni,no,n3 € N e K > 0 tais que, da
definicao de limite de seqiiéncias e do teorema 9.1 :

Vn > nq, 2, € BE/Q‘w‘(Z>, Yn > nq, wy, € BE/QK(Z) eVn >nq, 2, €
Bg(z).

De outra forma:

Vn > ny, |z — 2| < ﬁ, Vn > ny, |lw, — 2| < — e Vn >
ni, |zn| < K.

Dai, tomando ny = max{nj, ng,n3} teremos as trés desigualdades

acima simultaneamente satisfeitas e:

|znwy, — zw| = |zpwy — 2w + Zpw — 2w
< |znwy, — zpw| + |zrnw — zw|
<|zn|.Jlwp — w| + |wl|.|2n — 2|
< K.Jwy, — w| + |w|.|z, — 2|

€
+ |w|.——

K.
= 2]

€
2K
<e

Dai, temos:
Vn > ng, zpw, € B:(zw). Portanto:

lim (zpwy,) = zw. O
n—oo

O préximo teorema constitui-se um importante critério de con-
vergéncia de seqliéncias pois, com ele é possivel decidir sobre a
convergéncia de uma seqiiéncia sem a necessidade do conhecimento
prévio de seu limite. E conhecido como “Critério de Cauchy” ou

“Principio de Cauchy”.

Teorema 9.4 (Critério de Cauchy). Seja {z,} uma segiiéncia de

137



Convergéncia de Séries de Numeros Complexos

nimero complexos entao {z,} € convergente se, somente se, para

todo € > 0, existe ng € N tal que:

Vm,n > ng |zm — 2n| <€

9.4 Seéries de Numeros Complexos
Como de modo geral, comegaremos pela defini¢ao.

Definigao 9.4. Dada uma seqiiéncia {z,} de nimeros complexos,

definimos a série associada {s,} com a seqiiéncia de somas parciais

n
Snp — E Zk-
k=0

OBS 9.3. Séries sao seqiiéncias especiais definidas a partir de out-
ras seqiiéncias. Se a seqiiéncia de somas parciais converge dizemos
oo

que a série converge. Denotaremos E Zn & série numérica gerada
n=0

por {z,}.
Definigao 9.5. Seja r > 0 um namero real positivo e {x,, = "}

a seqiiéncia de poténcias de r. Definimos a série geométrica r
n

como a série associada a {z,} de somas parciais s, = E rk =
k=0
L+r4r?+ 40

OBS 9.4. podemos simplificar a expressao da soma parcial s, =
n

Zrk =1+4+7r+r*+ .47 do seguinte modo:

k=0
fazendo o produto de s, por r temos:
n

TSy =T Zrk =r+2 4+ + ... 4" Subtraindo de s,, temos:

k=0
rsp — Sp = r" Tt — 1. Dai, temos:
1— rn+1
S = —-—
" 1—r
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Ser <1 como lim r" =0 temos:

n—oo
1— ,rn+1
lim s, = lim
n—00 n—oo 1 —1r
1— lim !
o n—00
1—r
1
C1—7

e a série geométrica é convergente.

Por outro lado se 7 > 1 como lim r"™ = oo temos:

n—oo
1— rn+1
lim s, = lim
n—00 n—oo 1 —1r
1— lim !
o n—00
1—r

=00
e a série geométrica é divergente.
As séries numeéricas sao mais ricas, em comparacao com as se-
quéncias, no que tange aos critérios de convergéncias. Veremos
alguns deles, na forma de teoremas dos quais provaremos alguns,
comecando pelo critério da comparagao de séries de nimeros reais.
[e.e] oo
Teorema 9.5 (Critério da Comparagao). Sejam E Ty € g Yn
) ) ) n=0 n=0
séries numéricas onde: Tn,y, € R. tais que xn,yn > 0. Supondo

que para todo n, x, < yp valem:

oo oo
1. Se E Yn converge entao E Tn CONVETGE.

n=0 n=0

o [e.e]
2. Se Z Ty, diverge entdo Zyn diverge.

n=0 n=0

o
Teorema 9.6. Seja g zn uma série de numeros complexos. Se

n=0

o

g zn converge entao lim z, = 0.
0 n—o0

n=
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PROVA: Pelo critério de Cauchy temos: lim |z,| = lim |[s, —
n—oo n—oo

Sn_ﬂ =0.

Logo da continuidade da fungdo médulo temos:

lim z, =0.0

n—oo
OBS 9.5. O teorema acima nos da uma condigao necessaria para

convergéncia de uma série numeérica.

o
Definigao 9.6. Seja g zn, uma série de ntimeros complexos. Dize-

n=0

oo
mos que g zn converge absolutamente se, somente se, a série

n=0
o
Z |zn| associada & seqiiéncia {|z,|} converge.
n=0

OBS 9.6. Na proxima segao, estudo das séries de poténcias ficara

clara a importancia deste conceito.

(o]
Teorema 9.7. Seja E zn, uma série de niumeros complexos. Se

n=0

[e.@] oo
E zn € absolutamente convergente entao g Zn € convergente.

n=0 n=0
n
PROVA: Sejam s, = sz a n-ésima soma parcial de {z,} e
k=0
n
st = Z |zk| a n-ésima soma parcial de {|z,|}. Da desigualdade

k=0
triangular, fazendo m = n + k temos:

|Sm — sn| = [Sn+k — Sl

= |Zn+k + Zpyp—1+ -+ Zn+1|

IN

|zn+k] + |2np—1] + - + |20

IN

|Snk = Snl

IN

|8 = snl
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o0
Como Z |2| do critério de Cauchy, para todo € > 0 existe n, € N
n=0
tal que Vm,n > ng, |s}, — sk| < e. Da desigualdade acima temos:
o0
VYm,n > ng, |sm — sn| < e. Logo Zzn satisfaz o critério de

n=0
Cauchy e é convergente. [J

o0 oo
Teorema 9.8. Sejam E Zn € E wy, duas séries de nimeros com-

n=0 n=0
o

oo
plexos convergentes tais que g Zn = Z e E w, = w ea € C
n=0

N n=0
entao:

i) Z(azn) =az
n=0

i) Z(zn+wn) =z4w

n=0

9.5 Séries de Poténcia

Esta secao sera o ponto alto de nossa aula. Nela veremos séries de
poténcia, culminando com um teorema de representacao de fungoes

holomorfas.

Definigao 9.7. Seja {a,} uma seqiiéncia de ntimeros complexos.

Definimos a série de poténcias associada a {a,} de centro em 0

o
por: g anz".
n=0

OBS 9.7. As primeiras somas parciais da série de poténcias asso-

9
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ciada a {a,} de centro em 0 sdo:

So = Qo
S1 =ag+ a1z

So =ag+ a1z + a2z2

Sn=ag + a1z + a2’ + -+ a, 2"

Dada uma série de poténcia duas perguntas aparecem de forma
natural. Na primeira desejamos saber para quais valores de z a
série é convergente. A segunda ¢é se fizermos f(z) = nll_}ngo Spn sob
quais condigOes teriamos uma funcao e onde estaria definida. O
caso trivial z = 0 é nos d4 uma resposta 6bvia pois, terfamos
uma seqiiéncia constante. A verdadeira questao é para que outros

valores de z teriamos uma resposta positiva?

o
Teorema 9.9. Seja E an 2" uma série numérica:

n=0

o
i) Se existe zy € C, z1 # 0 tal que Zanz? converge entao

n=0

oo
Z anz" converge para todo z € C tal que |z| < |z]
n=0

o0 o
ii) Se existe zo € C, 2o # 0 tal que Z anzy diverge entao Z anz"
n=0 n=0

diverge para todo z € C tal que |z2| < |z|
PROVA: Dividiremos a prova em duas partes:
o0
Parte 1: Como Z apzy converge do teorema 9.6 temos:

n=0

lim a,2] =0 e a seqiiéncia {a,2]} é limitada. Logo existe K > 0
n—oo
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tal que para todo n € N, |a,27'| < K. Dai, como |z| < |21| pondo

_ A
= < 1 temos:
|21]
|anz"| = |an|.|z]
n (12"
= lan|.[z21]" | 7
|21
lanz]|r"
< Kr"
oo
Como r < 1 a série ZK r’™ converge para 1 pelo critério da
n=0 -r
oo
comparagao teorema 9.5 a série Z |an2"| e portanto do teo-
n=0

[e.e]
rema 9.7 a série g anz" & convergente.
n=0 .
Parte 2: Suponha, por absurdo, que exista um ntmero z € C
o0
tal que |z| > |22] e a série E anz" seja convergente. repetindo a
5 n=0
demonstracao da Parte 1 trocando z por 29 e 21 por z teriamos
oo

que a série E anzy seria convergente o que é um absurdo. Logo,
n=0

oo
para todo z € C tal que |z| > |22| a série Z anz" é divergente. [J

n=0

OBS 9.8. O teorema acima nos diz de se uma série g anz" é

n=0
convergente em um ponto z; # 0 entdo é convergente em todos

os pontos da bola aberta By, (0) e portanto podemos definir uma

funcao f : B|.,|(0) = C dada por f(z) = lim Zanz

n—o0

oo

Teorema 9.10. Seja Z anz" uma série de poténcias entao existe
~ n=0

uma bola fechada By (0) tal que a série converge absolutamente em

todos os pontos do interior da bola e diverge para todos os pontos

do exterior da bola.

9
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oo
Definicao 9.8. Seja g anz" uma série de poténcias denomi-
n=0
namos raio de convergéncia ao raio r da bola definida pelo teorema

acima.

O seguinte teorema oferece um modo pratico de determinar o raio

de convergéncia de uma série de poténcias.

o0
Teorema 9.11. Seja Z a, 2" uma série de poténcias tal que para
n=0
todon € N, a, # 0. Entdo o raio de convergéncia da série de
poténcias pode ser dado por:

Qap, . 1
ou r= lim ————
n—oo ‘an‘l/”

r= lim
n—00 | Ap+41

Vejamos um exemplo de determinagao do raio de convergéncia de

uma série de poténcias.
[o¢]

1
Exemplo 9.2. Seja a série de poténcias dada por Z —'z". De-
n!
n=0
termine seu raio de convergéncia.
~ 1 1
SOLUCAO: Tomando a, = p temos: apy1 = m =
1
1 an l (n+1).n!
(n+1).n! 080 (1 1 n! m
(n+1).n!

Dali, temos:

lim = lim n+ 1 = oco. Logo:
n—00 p41 n—oo

. a .
r = lim " | =1 lim =o00.

Para concluir enunciaremos sem demonstracao o seguinte teorema.

Teorema 9.12. Sejam D C C um aberto e f : D C C— C um
fungao holomorfa em uma bola aberta B,(zp) C D entao para cada

z € By(z0) temos:

0 (n)(,
fo =3 Ty
n=0 :
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9.6 Conclusao

Na aula de hoje, tanto as seqiiéncias de ntimeros complexos
quanto as séries de niimeros complexos tém paralelo com seqiién-
cias e séries de nimeros reais exceto por alguns critérios de con-

vergeéncia.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 09 constam os seguintes topicos:

Seqiiéncias de Nimeros Complexos

Definicao de seqiiéncia de Niumeros complexos

Uma seqiiéncia de ntimeros complexos é uma fungao cujo dominio
é o conjunto do ntimeros naturais N e o contra-dominio o conjunto
dos niimeros complexos C, z : N — C.

Convergéncia de Seqiiéncia de Nimeros Complexos

Se uma seqiiéncia {z,} tem limite dizemos alternativamente que
ela converge. Por outro lado se {z,} nao possui limite dizemos que
a seqiiéncia diverge.

Teorema 1

Seja {zp} uma seqiiéncias de nimeros complexos. Se {z,} ¢ con-
vergente entdo {z,} é limitada.

Teorema 2

Sejam {z,} e {wy,} duas seqiiéncias de nimeros complexos tais que

z= lim z, e w = lim w, entao:
n—o0 n—ro0

i) lim az, = az, para todo a € C
n—oo

ii) nh_)rrolo(zn +wy) =z4w
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iii) nlingo(zn —wp) =z —w

iv) nh_}rrgo(znwn) = z.w

. Zn <
v) lim — = —,sew#/0
n—00 Wy, w

Teorema 3: Critério de Cauchy
Seja {z,} uma seqiiéncia de nimero complexos entdo {z,} é con-

vergente se, somente se, para todo € > 0, existe ng € N tal que:
Vm,n > ng |zm — 2n| <€

Séries de Nimeros Complexos
Definicao
Dada uma seqiiéncia {z,} de nimeros complexos, definimos a série

n

associada {s,} com a seqiiéncia de somas parciais s, = E 2k-

~ k=0
Definicao
o oo
Seja E Zp uma série de ntimeros complexos. Dizemos que E Zn
o

converge absolutamente se, somente se, a série E |z | associada a
n=0
seqiiéncia {|zy|} converge.

Teorema 1
o0 oo

Seja g zn uma série de ntimeros complexos. Se g zn € absolu-

n=0 n=0
o0
tamente convergente entao E zn, € convergente.
n=0

Teorema 2

oo o0
Sejam g Zn € E wy duas séries de ntmeros complexos conver-

n=0 n=0

o oo
gentes tais que Z Zn = Z € Z wy, = w e a € C entdo:

n=0 n=0
o0
i) Z(azn) =az
n=0
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[e.9]

ii) Z(zn—i-wn) =z+4+w

n=0
Séries de Poténcia
Definicao
Seja {a,} uma seqiiéncia de nimeros complexos. Definimos a série
o0
de poténcias associada a {a,} de centro em 0 por: g anz".
n=0
Teorema 1
oo

Seja E a,z" uma série numérica:

n=0

[e.e]
i) Se existe 21 € C, 21 # 0 tal que Zanz? converge entao

n=0
(0.9]
Z anz" converge para todo z € C tal que |z| < |z1]
n=0

o0
ii) Se existe z9 € C, z2 # 0 tal que Zanzg diverge entao

n=0

oo
Zanz” diverge para todo z € C tal que |22] < |z]

n=0
Teorema 2
o0

Seja Z anz" uma série de poténcias entao existe uma bola fechada
~ n=0
B,(0) tal que a série converge absolutamente em todos os pontos

do interior da bola e diverge para todos os pontos do exterior da
bola.
Definicao
oo
Seja g a,z" uma série de poténcias denominamos raio de con-
n=0
vergéncia ao raio r da bola definida pelo teorema acima.
Teorema 3
oo
Seja E a,z" uma série de poténcias tal que para todo n € N,

n=0
an # 0. Entao o raio de convergéncia da série de poténcias pode
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ser dado por:

a . 1
ou r = lim

r = lim Jim 7|an|1/"

n—oo

Ap+41
Teorema 4

Sejam D C C um abertoe f: D C C — C um fun¢do holomorfa

em uma bola aberta B, (z9) C D entao para cada z € B,(29) temos:

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos séries de Laurent uma forma

de representacao de func¢ées nao holomorfas.

ATIVIDADES

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 9.1. Sejam {z,} e {w,} duas seqiiéncias de nimeros com-
plexos tais que z = lim 2z, e w = lim w,. Mostre, usando a
n—oo n—oo

defini¢ao, que:

lim (z, + wy) = z + w.
n—oo

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao as
demonstracoes dos teoremas sobre seqiiéncias de niimeros com-

plexos, elas lhe servirao de guia.
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oo
27L
ATIV. 9.2. Seja a série de poténcias dada por g —|z". Deter-
n!
n=0
mine seu raio de convergéncia.

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao o
exemplo de determinacao do raio de convergéncia de uma série de

poténcias, ele lhe servird de guia.
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