AULA

Séries de Laurent 1 O

META:

Introduzir séries de Laurent.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir séries de Laurent e determinar a série de Laurent para al-
gumas funcgoes de variaveis complexas.

PRE-REQUISITOS

Aula09 de Variaveis Complexas e os conhecimentos bésicos, da dis-

ciplina Calculo II.
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10.1 Introducao

Caros alunos essa nossa aula tem como tema “Séries de Lau-
rent”. Como as séries de Taylor servem para representar fungoes
holomorfas, Séries de Laurent servem para representar certos tipos

bl

de fung¢bes nao-holomorfas.

10.2 Séries de Laurent

Caros alunos esta aula em particular serd curta. Vamos entao
diretamente para o teorema que é o ponto central de nossa aula
antes porém, veremos um resultado importante na demonstracao
do teorema. A saber: Se z # 1 é um ntumero complexo entao:

1 n+1

=14zt 2"t
1-=2 1-=2

(10.147)

PROVA: Considere a soma s, = 1+ z+ 22 +--- + 2" e fazendo
o produto zs, temos:

28y = 2+ 22+ 23 + -+« + 271 Subtraindo s,, — zs,, temos:
Sp—28p=14z24+22 4 42" — (24224 F ") =1 "FL,
Dal, temos:

sp(—2) =1 — 2" Logo:

1_2n+1
17:3n21+z+z2+-~—|—z”. E finalmente:
—z
1 9 " n+1
—=1l4+z+2+-+2"+ g
1—=2 1—2

Teorema 10.1. Seja f(e) uma fungao holomorfa no anel aberto
D = By, (20) — By, (20) € sua fronteira onde 0 < o1 < g2 seja z € D

(ver figura 10.1) entao:
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Figura 10.1: Série de Laurent
onde:
1 f(z)
= — ——d =0,1,2,...
Am 2712 Ty (Z*ZO)erl z m s Ly 4y
a—m f(2)(z—2)""tdz m=1,2,3,...

- 21 T

PROVA: Da férmula integral de Cauchy temos:

P QA O G C (10.148)

C2m r, w—2z r, W—2

Vamos considerar a primeira integral em eqn 10.148. Para isto

tomamos:
1 _ 1
w—z w—2z0+ 2 — %
1
= 10.149
(w—20)(1+ (20 — 2) /(0 — 20)) (10.149)
1

(w = 20)(1 = (2 = 20)/(w = 20))
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Z — 20

Substituindo z por em eqn 10.147temos:

w — 20
1 _1+z—z0+ n zZ— 29
1—(2—20)/(w—2) w — zo w — 2o

2 — 2 n+1
w — 20

1—(z—20)/(w— zp)

+

Manipulando eqn 10.150 temos:

1 _1+z—zo+ n Z— 20
1—(z2—20)/(w—2) w — 2o w — 2o

w — 20

n
zZ— Z zZ— Z
w — 2o w — 2o

Z — 20 n+lw—2’0
+
w — 20 w—z

Substituindo eqn 10.151 em eqn 10.149 temos:

(10.151)

1 1 zZ— 20
w—z w-—2z2y (w—20)

n
Z— 20 1
+< >
w — 29 w— 2z

(10.152)
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Fazendo o produto de eqn 10.152 por f(w) e integrando ao longo 1 O
de T's no sentido positivo temos:

zZ— 20

N O (O P
Iy

F2w—Z 1‘*211)—2'0

z—2\" flw)
+7£2 (w—z()) w—zdw

(w — 2p)?

(10.153)

1
Fazendo o produto de eqn 10.153 por o e definindo
s

1 f(w)
= — ————dw, k=0,1,...
ag o ) (’LU — Zo)k+1 w, s Ly

temos:

1 (w)

)nfl
2m Jp, w—z

dw=ag+ai1(z—z20)+ -+ an-1(z — 20

1 (Z—Zo>n f(w)dw

2m Jr, \w—20) w—z

(10.154)

Vamos considerar agora a segunda integral em eqn 10.148. Para

isto tomamos:

1 1 1
w—z z—w Z—20+ 2 —w
1
= 10.155
G0t -0/ 1)
1
(z = 20)(1 = (w — 20) /(2 — 20))
L. w — 2o
Substituindo z por em eqn 10.147temos:
Z— 20
1 w — 20 w—20\"
-1
1—(w—20)/(z— 20) +zfzo+ +(zzo>
n+1
(=)
zZ — 20
+
1—(w—20)/(z— 20)
(10.156)
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Manipulando eqn 10.156 temos:

1 _1+w—zo+ +<w—zo>n
1—(w—20)/(z— 20) z— 2

Z— 29
(w_20>n+1
Z — 20
+
1—(w—20)/(z — 20)
n
w— z w— z
1+ °+---+< °>
z — 20 Z — 29
w— 2o n+1
Z— 29
z—2p— (w— 2p)
Z — 20

n
w — Zz w — z
1+ °+-~-+< 0)
Z — 20

Z— 20
1
<w—zo>n+
Z — 20
y A

Z—w

Z— 20
n
w — Z w — z
1+ 0+-~+< O)
zZ — 20

zZ — 20
1
w — 20 nt zZ — 20
+
zZ — 20

zZ—Ww

(10.157)
Substituindo eqn 10.157 em eqn 10.155 temos:

1 1 w — 20
w—z z—2z0 (2—20)

<w—z0>” ) (10.158)
+
Z— 20

Z—w

Fazendo o produto de eqn 10.158 por f(w) e integrando ao longo
de I'y no sentido positivo temos:

f(w)

SN g = de+ f(w)Lz%dw—k'--
W=z T, 2 — 20 I (z — 20)
—i—j{ <w_ZO> J(w) dw
L \z2—2/) z—w
(10.159)
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1
Fazendo o produto de eqn 10.159 por — e definindo

211
1
a_p = f( )(w — zo)k_ldw, k=1,2,...
2m
temos:

1 w a—1 a_ a_
= f( )dw: + 22+...+7n
2m Jp, w— 2z z—2z20 (22— 20) (z — zo)™

1 _ n
+— <w ZO) J(w) dw
2m Jr, \ 2 — 20 zZ—w

(10.160)

Resta mostrar que a integral final em eqn 10.154 tendem a zero

quando n — oo. Para isso facamos:

e ] (Z_Z())n UG (10.161)

2m w — 29 w—z

Como w € I'y temos: max‘ ‘ = v < 1. Por outro lado

como f(e) é holomorfa no anel aberto D = B,,(20) — By, (20) €
sua fronteira | f(w)| < M. E também, |w—z| = |w— 20+ 20 — 2| >

|lw — zo| — |z — 20| = 02 — |z — 20|. Dai, tomando o mddulo de eqn

10.161 temos:

ol =gy (2222) " L
<o % »(Z:ii> 2 R

™02

- 271@2—|z—z()\
7" Moo
T 02— |z — 20|
De eqn 10.162 temos lim |u,| =0 de onde lim wu, =0
n—00 n—0o0
Da mesma forma para mostrar que a integral final em eqn 10.160
tendem a zero quando n — oo fagamos:

vy = (w - z°>n I (10.163)
ry

2m zZ— 29 zZ—w
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w — 20

Como w € I'; temos: max =~ < 1. Por outro lado

Z— 20
como f(e) é holomorfa no anel aberto D = B,,(20) — By, (20) €

sua fronteira | f(w)| < M. E também, |z —w| = |z — 20+ 20 —w| >
|z — 20| — |w — 20| = |z — 20| — 01. Dai, tomando o modulo de eqn

10.163 temos:

=l f, (55) £l

<L (o)
2w Jp,l\w—20) w—z (10.164)
1 Y M
P 2101
27 |z — 20| — @1

7" Mo
|z — 20| — &1

De eqn 10.164 temos lim |v,| = 0 de onde lim v, = 0 Portanto,
n—oo n—oo

passando o limite n — oo em eqn 10.154 e eqn 10.160 levando

em conta que as integrais finais de eqn 10.154 e eqn 10.160

tendem a zero e substituindo em eqn 10.148 temos:

o
f)= D am(z—20)"
m=—oo
onde:
1 f(2)
= — — =0,1,2,...
Am 21 ﬁ; (Z_Zo)m—H z m 5 Ly &y
1
a—pm = j{ f()(z—2)"tdz m=1,2,3,... 0
271 r
OBS 10.1. As vezes é conveniente reescrever a série de Laurent
na forma:
> b
_ m n
fE) =Y o+ Y (e = )
m=1 n=0
onde:

2m Jr, (2 — zp)"*!
1
by, = 27T2fi“1 f(2)(z = 20)™ 'dz m=1,2,3,
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Vamos a alguns exemplos de aplicacao da série de Laurent.

Exemplo 10.1. Determine a série de Laurent da fungao f(z) =
az

(- 1)
SOLUCAOQO: Primeiramente vamos deslocar o ponto onde f(e) é

em torno do ponto zy = 1.

descontinua de zg = 1 para zp = 0 fazendo a mudanga de variavel

u =z — 1 e temos:

ea(u—i—l) au

F(2) = fu) = flu+1) = CESEy eaeuT (10.165)
o0 Zn
Como ¢e* = z_;) ] temos:

g (10.166)
- !
= nl
De eqn 10.165 e eqn 10.166 temos:
A 1 a”u"
_ PN
=t =e 5 3
o gt (10.167)
_a
=) !
n=0
Fazendo em eqn 10.167 a mudancga de variavel k = n—4, n = k+4
00 00
e substituindo os limites n ek no somatorio temos:
0 —4
> k+4, k
N a" Ty
f(z)=f(u)=e Z 1 (10.168)
k=—4
Explicitando no somatoério de eqn 10.168 os termos de k = —4
até k = —1 temos:
A e’  ae® a’e® ade®
f(z):f(u>:@+g+ 2 "
00kt k (10.169)
a S —
e kzo (k+4)!

10
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Retornando em eqn 10.170 u = z — 1 temos:

£(2) e? n ae® n ae? n a’de’
z pry
z—1* (-1 (=12 z-1

& ak+4ea(z _ l)k

+y —=—
|
o (k+4)!

(10.170)
10.3 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que certas fungoes nao-holomorfas tam-

bém podem ser representadas por série de poténcias. Mais especi-
ficamente, por série de Laurent.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 10 consta o seguinte tépico:

Série de Laurent

Seja f(e) uma fungdo holomorfa no anel aberto D = B,,(29) —

By, (20) e sua fronteira onde 0 < g1 < g2 seja z € D entao:

f(2) Z am(z — 20)™
onde:
1 f(2) _
[07%9) 27‘_2%0 Wdz m—0,1,2,...
A_py = QLM ]?01 f(2)(z—2)""tdz m=1,2,3,...
PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos singularidades de fungoes de

varidveis complexas. Mais especificamente veremos como usar séries
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de Laurent para classificar pontos de singularidades isoladas de

func¢oes nao-holomorfas..

ATIVIDADES

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 10.1. Determine a série de Laurent da funcao f(z) =
1 — cos(z)

5 entorno do ponto zy = 0.

z
Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o

exemplo acima, ele lhe servira de guia.

ATIV. 10.2. Determine a série de Laurent da fungao f(z) =
———5 entorno do ponto zy = 1.

22(z —1)2 P 0

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o
exemplo acima, ele lhe servird de guia. Veja também a série de

Taylor para a funcao m
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