AULA

Singularidades de Funcoes 1 1
de Variaveis Complexas

META:

Introduzir o conceito de singularidades de fungoes de variaveis com-
plexas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir singularidades de fungoes de variaveis complexas e
analisar as singularidades de algumas fung¢oes de varidveis com-
plexas.

PRE-REQUISITOS

Aulal0 de Variaveis Complexas e os conhecimentos bésicos, da dis-

ciplina Calculo II.
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11.1 Introducao

Caros alunos o tema dessa nossa aula é “Singularidades de
Fungoes de Variaveis Complexas”. O objetivo é usar séries de Lau-
rent para estudar e classificar pontos de singularidades de fungoes

complexas.

11.2 Pontos Singulares de Funcoes Complexas

Comegaremos por estudar pontos singulares de func¢oes complexas.

Definigao 11.1. Sejam D C C um aberto conexo, f: D C C— C
uma fungdo complexa e zg € D. Dizemos que zp é um ponto

singular de f(e) se, somente se f’(z9) = 0 ou nao existe.

Definigao 11.2. Sejam D C C um aberto conexo, f : D C C —
C uma fungao complexa e zp € D um ponto singular de f(e).
Dizemos que zg é um ponto singular isolado se, somente se existe
uma bola aberta B, (zy) de centro em zy tal que zy é o tinico ponto
singular de f(e) que pertence a B,(zp). Caso contrario zy é dito

um ponto singular nao isolado.

OBS 11.1. Pontos singulares sao extremamente importantes na
analise complexas pois, dizem muito do comportamento local de

funcgbes complexas.

11.3 Classificacao de Pontos Singulares Isola-

dos

Estaremos, aqui, interessado em estudar e classificar pontos sin-

gulares isolados. Para isso usaremos a representacao em série de
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Laurent da funcao a ser estudada.

Definigao 11.3. Sejam D C C um aberto conexo, f: D C C— C

uma funcao complexa representada em série de Laurent por:
b
— m o n
F() = 30 e Y anlz - 20)
m=1 n=0

e zop € D um ponto singular isolado de f(e). Se:

i) by, = 0,¥m = 1,2,... dizemos que 2y ¢ uma singularidade

removivel.

i) by #0e b, =0,Ym=k+ 1,k +2,... dizemos que zp é um

polo de ordem k.

iii) Vm € N, 3k > m|by # 0 dizemos que zp ¢ uma singularidade

essencial.

OBS 11.2. Se zp é uma singularidade removivel f(e) é holomorfa

sendo representada por uma série de Taylor em torno de zg i.e.
F(2) =" an(z—2)"
n=0

OBS 11.3. Se zp é um polo de ordem k a representagio de f(e)
em série de Laurent fica reduzida a:
k by .
f(z) = mz::I(Z_ZO)m +r;)an(2 — 20)
OBS 11.4. Se zy é uma singularidade essencial os coeficiente b,
da representagdo de f(e) sdo nao nulos para uma infinidade de

valores de m € N.

Vejamos alguns exemplos de fungoes complexas e suas singulari-

dades.
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Exemplo 11.1. Seja f : C — {0} — C dada por f(z) = SID(Z).

z
o0 2n+1
Como sin(z) = ;:0(_1)71(271—1—1)! entao:
2n+1
Z 2n 2n+1)!
a1 22
B Z z(2n +1)!
_ (_1)n ZQn
= (2n+1)!
_ 22t 28
EIR T

Portanto z = 0 é uma singularidade removivel de f(e).

Exemplo 11.2. Seja f : C — {0} — C dada por f(z) = sin(z)

>3
oo Z2n+1
C i = —1)"——— entao:
omo sin(z) g( ) Gn 1)l entao
2n+1
T3 Z 2n 2n+1)!
- Z 1 2n+1
23 (2n +1)!
n—2
B Z 2n 2n+1)!

et 2k
Z DM
(2k + 3)!

_ 1 1 22 24
R T R E

Portanto z = 0 é um polo de ordem 2 de f(e).

Exemplo 11.3. Seja f: C— {0} — C dada por f(z) =sin(1/z2).
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Como sin(z) = Z(—l)”i entao:
o (2n+1)!

Ny (1/2)7H
f(z) = Z(—l) m

_ i(—l)” 12201

(2n+1)!

= 1 1
=L (Vg i

1 1y -
+;( ) (2n + 1)! 2202

B R SR
_“._7!274_5!,25_3!z3jL

Portanto z = 0 é uma singularidade essencial de f(e).

Teorema 11.1. Sejam D C C um aberto conexo, f: D C C— C
uma funcdo complexa e zg € D. As sequintes proposicées $ao

equivalentes:
i) 2o € uma singularidade removivel de f(e).

it) Existe lim f(z).

Z—20

i11) |f(z)| € limitado em alguma bola aberta By (zp).

PROVA: Dividiremos a prova em trés partes:
Parte 1: i) implica ii). Supondo que i) vale a série de Laurent

de f(z) é da forma:
f(z) = Z an(z — 20)"
n=0

Logo lim f(z) = ag e portanto existe lim f(z) e ii) vale.
Z—20 Z—r20
Parte 2: ii) implica iii). Supondo que existe lim f(z) = L,
Z—20

da defini¢ao de limite existe § > 0 tal que se z € Bs(z0) — {70}
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entdo f(z) € Bi(L). De outra forma. Se z € Bs(z9) — {20} entéo
|f(z) — L| < 1ouseja: Vz € Bs(z0) — {20}, | f(2)] < |L| + 1 isto &
vale iii).

Parte 3: iii) implica i). Suponhamos que vale iii) entdo existe
K > 0 e uma bola B,(z) tal que Vz € B,(z0), |f(z)] < K. por

outro lado, os coeficientes b, da série de Laurent sao dados por:

2m/f (z—20)" Yz, m=1,2,...
onde I'(t) = 2o +ee*, t € [0,27) e € < r. Dai, temos:
1 _
bl < |5 [ £ =20
1
<5 [ U@Lz =2
1
<

— 27
< Ke™

Ke™ 1o7e

Fazendo € — 0 temos: |by,| — 0 e portanto b, =0, m = 1,2,....

Logo zp é uma singularidade removivel de f(e) e i) vale. [J

Teorema 11.2. Sejam D C C um aberto conexo, f: D C C— C
uma fungao complexa e zg € D, entdo zg € um polo de ordem k de

f() se, somente se existe L # 0 tal que L = lim (z — z)* f(2).
Z—r 20

PROVA: Dividimos a prova em duas partes:
Parte 1 (Necessidade) Suponhamos que zp ¢ um polo de ordem
k de f(e) entdo a representacao por série de Laurent de f(z) é da

forma:
k

f(Z)ZZ(Z_ZO —i—Zanz—zO

m=1

Logo, fazendo o produto por (z — zp)* temos:

(z—20)ff(z) =bp + -+ b1(z — 20) 1 + Zan(z — zo)" Tk
n=0
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Passando o limite z — zp temos: 1 1

lim (z — 20)¥ f(2) = by, # 0 e temos nosso candidato L = by.
Z—20

Parte 2 (Suficiéncia) Suponhamos que existe o limite lim (z —

Z—r20
20)Ff(2) = L # 0. Definindo a funcéo g(z) = (z — 20)* f(2), temos:
lim g(z) = L # 0. Logo da parte ii) do teorema 12.1 g(z) tem
Z—20

uma singularidade removivel em zy e pode ser dada por uma série

de Taylor centrada em zy em alguma bola aberta B, (z).
9(2) = an(z — 20)"
n=0

Dai, como g(2) = (z — 20)* f(2) podemos escrever para f(z).

f(2) = e

E portanto zp é um polo de ordem k de f(e). O

Vamos agora enunciar um tltimo teorema sem demonstra-lo.

Teorema 11.3. Sejam D C C um aberto conexo, f: D C C— C
uma funcao complexa e suponhamos que zg € D é uma singulari-
dade essencial de f(e) e que f(z) € holomorfa em B,(z9) —{z0} C
D entdo dados 0 < r < 9, e > 0 e a € C, existe um nimero

complexo B tal que B € By(z0) — {20} € |f(8) —a] <e.

11.4 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que algumas fungoes de variaveis com-
plexas sa@o nao-holomorfas pois apresentam pontos singulares (pon-
tos onde a derivada da fungao é zero ou nao existe). Também vimos
que as singularidades isoladas s@o classificadas como removiveis,

polos ou singularidades essenciais.
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RESUMO

No nosso resumo da Aula 11 constam os seguintes topicos:

Pontos Singulares de Fungoes Complexas

Definicao

Sejam D C C um aberto conexo, f : D C C — C uma funcao
complexa e zp € D. Dizemos que zp é um ponto singular de f(e)
se, somente se f/(zp) = 0 ou néo existe.

Definicao

Sejam D C C um aberto conexo, f : D C C — C uma fungao
complexa e zp € D um ponto singular de f(e). Dizemos que 2 é
um ponto singular isolado se, somente se existe uma bola aberta
B, (zp) de centro em z( tal que zy é o tnico ponto singular de f(e)
que pertence a By.(zp). Caso contrario zg é dito um ponto singular
nao isolado.

Classificacao de Pontos Singulares Isolados

Definicao

Sejam D C C um aberto conexo, f : D C C — C uma funcao

complexa representada em série de Laurent por:

o0

bm

)= —" 4 an(z—20)"
m=1 (Z o Zo)m n=0
e 2o € D um ponto singular isolado de f(e). Se:
i) by, = 0, Ym = 1,2,... dizemos que zy é uma singularidade
removivel.

i) by #0e b, =0,Ym=k+ 1,k +2,... dizemos que 2y é um

polo de ordem k.
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iii) Vm € N, 3k > m|by # 0 dizemos que zp ¢ uma singularidade

essencial.

Teorema 1
Sejam D C C um aberto conexo, f : D C C — C uma funcao

complexa e zg € D. As seguintes proposicoes sdo equivalentes:
i) zp ¢ uma singularidade removivel de f(e).

ii) Existe lim f(z).

Z— 20

iii) |f(2)| é limitado em alguma bola aberta B, (zp).

Teorema 2

Sejam D C C um aberto conexo, f : D C C — C uma fungdo
complexa e zp € D, entdo zy é um polo de ordem k de f(e) se,
somente se existe L # 0 tal que L = zli_}n;()(z —20)"f(2).

Teorema 3

Sejam D C C um aberto conexo, f : D C C — C uma fungao
complexa e suponhamos que 2y € D é uma singularidade essencial
de f(e) e que f(z) é holomorfa em By(z9) — {20} C D entao dados

0<r<p, e>0eacC, existe um nimero complexo [ tal que

B € Br(20) — {20} e |f(B) —a] <e.

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos o célculo de residuos que nos
permitird um teorema semelhante a integral d Cauchy para fungoes

nao-holomorfas com singularidades isoladas tipo polo.
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ATIVIDADES

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 11.1. Seja f : D C C+ C dada por f(z) = tan(zz). De-
termine todas as singularidades de f(e) e estabeleca o seu dominio.
Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao os ex-

emplos, eles lhe servirao de guia.

1_
ATIV. 11.2. Seja f : C— {0} — C dada por f(z) = ZZS(Z).
Classifique as singularidades de f(e).

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao os

exemplos, eles lhe servirao de guia.
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