AULA

Aplicacoes do Teorema
dos Residuos 1 3

META:

Apresentar algumas aplicagoes do célculo de residuos.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Aplicar o calculo de residuos na determinacao de algumas inte-
grais.

PRE-REQUISITOS

Aulal2 de Varidveis Complexas.




Aplicacoes do Teorema dos Residuos

13.1 Introducao

Caros alunos nessa nossa aula veremos “Algumas Aplicagoes
do Teorema dos Residuos”. Mais especificamente, veremos com
utilizar o teorema dos residuos na determinagao de alguns tipos de

integrais improprias.

13.2 Algumas Aplicacoes do Teorema dos Resi-

duos

Veremos, agora, como aplicar o teorema dos residuos na determi-
nagao de certos tipos de integrais improprias. Comegaremos por

integrais da forma:
+0o0
f(z)dx (13.187)

—o0
Sabemos de Calculo II que se a integral impropria acima existe
pode ser calculada como o limite:

+M

lim f(z)dzx (13.188)
M—o00 M

Figura 13.1: Aplicagoes do Teorema dos Residuos
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Analisaremos o seguinte caso: a nossa fungao f(e) é holomorfa no
semi-plano superior e borda exceto em um nimero finito de pélos
{z1,22,...,2,} para os quais Im(z;) >0, k=1,2,...,n

Para este caso, vamos integrar f(z) ao longo da curva C =T"U~
onde (t) = t, t € [-r,+r] e T'(t) = re*, t € [0,7] onde r é es-
colhido grande o suficiente para que todos os polos {z1, 22, ..., 2, }
estejam contidos no interior de C.

Do teorema de Cauchy temos:

n

S res(f 2) = g 74 f()dz

k=
| zm/f /f(z) (13.189)

/fre zre"dtJr /f
T om

™

lim [ f(re!)wretdt =0 (13.190)

r—00 0

se:

Passando o limite r — co em eqn 13.189 e usando eqn 13.190

temos:

rlggo ' f(z)dx = QWZires(f, 2k) (13.191)

Veremos agora uma condig¢ao suficiente para eqn 13.190.

Se | f(2)] < M/r*¥ onde M e k > 1 sdo constantes entdo:

lim f( Ydz = lim /7r flre!aredt =0 (13.192)

r—00 r—00 0

PROVA: Das propriedades da integragao complexa temos:

| /Ff<2>dz) < /r £ (2)]-ldz]

IN

13
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Visto que o comprimento do arco I'" é mr. Dai, como k& > 1, pas-

sando o limite » — oo temos:

lim /f )dz| < lim

r—00 r—00 T’k

=0

e portanto:

lim [ f(z)dz=0.0

r—00 T

23 24

Figura 13.2: Aplicagoes do Teorema dos Residuos
Vejamos um exemplo:

oo
1
Exemplo 13.1. Determine a integral / ——— 4z, onde a > 0.
o Rt a

SOLUGCAOQO: Para a funcio do exemplo f(z) =

" os polos
(ver figura 13.2) sdo:

7/4) + asin(r /40 = ae™/*

2o = acos(3m/4) + asin(3r/4) = ae>™/*

23 = acos(5m/4) 4 asin(5m/4)r = ae®™/*

Logo apenas os polos z1 e zo estdo no interior de C' (ver figura
13.1 e figura 13.2). Levando em conta que todos os pdlos de
1
f(z) = —; 7 Sao polos simples podemos calcular os residuos em
Z*+a

z1 € zo usando & regra de L’Hopital da seguinte forma: Residuo
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res(f,z1) = lim (z — 2z1) f(2)

Z—rZ]1
= i 1
= zgj;ll(z — 21)24 — A
— lim =22 (13.193)
Z—21 2,’4 — a4
= 1i 1
=y
_ 1
T Yg3e3m/4
Residuo em zo:
res(f,z2) = lim (z — ) f(2)
Z—rZ22
= zLHzlg(Z — 2’2)24 —
_ o 2
= zlgrzg p (13.194)
. 1
= lim —
z—z9 423
B 1
- 4q3e9m/4
De eqn 13.193 e eqn 13.194 temos:
2
1 1
>_res(fz) = Aa3eim/A T 4B eom/a
k=1
_ 1 —3m /4 —9me/4
= 15 +e ) (13.195)
1
= m(cos(—&r/ll) + sin(—3m/4)e
+ cos(—9m/4) + sin(—97/4))
Levando em conta que cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z),

cos(3m/4) = —cos(97/4) e sin(37/4) = cos(97/4) de eqn 13.194
temos:
= 1
Zres(f, 2) = @(—2 sin(3m/4))
pet (13.196)
v

4a3
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Portanto de eqn 13.191 e eqn 13.196 temos:

/OO mdm = 27T’L;T’€S(f, 2k)

v (13.197)
4a3

Vi

203

= —2m

/F
NI

Figura 13.3: Aplicagoes do Teorema dos Residuos

Analisaremos agora um outro caso especial: integrais da forma
2

(cos(0),sin(f))dh. Para este caso usaremos o contorno da

figura 13.3 ¢ fazemos a seguinte mudanca de variavel: z = e®.

1 O —0 -1
Logo: dz = 1%df, df = —dz, cos(h) = cte  _EtE e
0 , 2 2 2
h _ —O e
sin(f) = ¢ 2: = 2: . Vejamos um exemplo:
2m 1
Exemplo 13.2. Calculo a integral / —————df onde: a >
o a-+bcos(d)
0]

SOLUCAO: Usando as transformacoes acima temos:

2m 1
I = ————db
/0 a+ beos(0)

f 1 1d

= —_— —AZ

c z4+zt 2 (13.198)
a+b 5

_% —2 d
 Jobz?2+2az+b :
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_ -2
© b22+4+2az+b
bz? 4+ 2az 4+ b = 0. Os dois polos simples sdo:

—2a + V4a? — 4b2
2b
—a+ va? —?
b
—2a — V4a? — 4b2
B 2b
—a— Va2 —b?
b

Os polos da fungao f(z) sao obtidos resolvendo

z1 =

Apenas z1 pertence a regiao limitada por I' pois,
—a+Vva? —b? ‘
b

\/a2—b2+a\/a2—b2—a’
Va2 — b2 +a b
b

\/a2—b2+a‘

|z1] =

<1
Por outro lado
—a — ,/a2 _b2
|Z1’:‘ b ‘
B ‘a+\/a2—b2‘
a b
>1

O que garante z9 fora da regiao limitada por I'. Para o residuo de

f(e) em z; temos:

res(f,z1) = lim (z — z1) f(2)

zZ—2z1
—21(z — 21)
~ A b2 +2az+b
Y (13.199)

lim ——
z—z1 2bz + 2a
—1

Vaz — b2

13
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(190;

_ —21
© b2242az+b
fechada suave I' e usando eqn 13.198 e eqn 13.199 temos:

I / R S j'{ 2y
= N — — dz
o a-+bcos(d) r bz2 4+ 2az+b

= 2mres(f, z1)
2m
a2 — 2

Usando o teorema dos residuos em f(z) e na curva

13.3 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que é possivel aplicar o teorema dos

residuos na determinacao de alguns tipos de integrais improéprias.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 13 constam os seguintes topicos:

Algumas Aplicagoes do Teorema dos residuos

Primeira Aplicacao

Fungao f(e) é holomorfa no semi-plano superior e borda exceto em
um namero finito de pélos {z1, 22, ..., 2, } para os quais I'm(zx) >
0,k=1,2,...,n.

Para este caso, integrar f(z) ao longo da curva C = I" U~ onde
y(t) =t t € [-r,+r] e T(t) = ret*, t € [0,7] onde r é escolhido
grande o suficiente para que todos os polos {z1, 22, ..., 2, } estejam
contidos no interior de C' (figura 13.1).

Se |f(2)| < M/r* onde M e k > 1 sido constantes entdo:

/00 f(x)dx = lim ' f(z)de = 27TzZres(f, zi)  (13.200)
> k=1

r—oo J_,.
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Segunda Aplicacao
27

Integrais da forma (cos(0),sin(#))df. Para este caso usare-
0

mos o contorno da figura 13.3 e fazemos a seguinte mudanca

1
de variavel: z = e®. Logo: dz = 1edf, df = —zdz, cos(f) =
z

23 —0 -1 O _—0 -1
¢ +2€ == +2Z e sin(f) = € 2; == 2; . E temos:
2 . 2427t z—271\ 1
; (cos(0),sin(0))dl = éf ( 5 o ) zdz
PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos transformagoes conforme (trans-
formagdes que preservam o angulo entre vetores). Em particular

veremos que fungoes holomorfas sao transformagoes conformes.

ATIVIDADES b

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

oo
1
ATIV. 13.1. Determine a integral / —5—¢d% onde a > 0.
0 20t a

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o

primeiro exemplo acima, ele lhe servird de guia.
1

a + bsin(6)

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao o

2w
ATIV. 13.2. Calculo a integral / df onde: a > |b)|.
0

segundo exemplo acima, ele lhe servird de guia.
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