AULA

Transformacoes Conformes 1 4

META:

Introduzir o conceito de transformacoes conforme.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir transformacoes conformes e exemplificar transformagoes
conformes.

PRE-REQUISITOS

Aula03 de Variaveis Complexas.
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14.1 Introducao

Caros alunos estamos quase no final de nosso curso de “Va-
ridveis Complexas”. Nosso assunto de agora é “Transformagoes
Conformes”. Aqui estabeleceremos os aspectos bésicos de trans-
formagoes conformes como ponto de partida para a préoxima aula

onde faremos algumas aplicagoes das transformagoes conformes.

14.2 Transformacoes Conformes

Vamos iniciar com a defini¢ao do conceito de transformagoes con-

formes:

Y plano xy v plano w
s (w0 vo)

ol Cy

(05 %o

Figura 14.1: Transformagoes Conformes

Definicao 14.1. Seja ¥ : D C R? — R? uma transformacio de
um aberto D de R? em R? tal que ¥ leva o ponto (g, o) do plano
xy no ponto (ug,vg) do plano wv. Se dada duas curvas Cj e Co
do plano zy que se interceptam em zq sao levadas na curvas C] e
CY, que se interceptam em (ug,vg) (ver figura 14.1) entdo se ¥
¢ tal que o angulo entre as curvas C; e Cy em (x0,y0) € igual ao
angulo entre C] e C, em modulo e sentido, dizemos que ¥ é uma

transformagao conforme em (zg, yo).
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Vamos examinar a mudanca de direcao de curvas no plano com-
plexo z, passando pelo ponto zyp sob a transformagao w = f(z)
quando a fun¢ao em questao é holomorfa em zg e aléem disso f/(2g) #

0. Para isso enunciamos e provamos o seguinte teorema:

Yy plano z v plano w
20 + Az wo + Aw
c ¢
00 6o +a
20 wo
X u

Figura 14.2: Transformagoes Conformes

Teorema 14.1. Sejam D C C um aberto, f : D C C— C, w =
f(2) uma transformagao holomorfa em zy € D tal que f'(z9) # 0
entdo a tangente a qualquer curva C passando por zy € girada de

um dngulo igual a arg(f'(zo)).

PROVA: Quando um ponto se move de zy a zyp + Az ao longo
da curva C no plano z (ver figura 14.2) sua imagem através de
f(2) move-se ao longo de C’, no plano w, de wy até wy + Aw. Se
parametrizarmos a curva C usando o pardmetro ¢t entdo o caminho
z(t) (x = x(t) e y = y(t)) em C corresponde ao caminho w(t) (u =
u(t) ev=wo(t)) em C’ tal que: zg = z(tg) e wo = w(to) = f(z(to)).
. dz dw
As derivadas — e — representam os vetores tangente nos pontos

dt — dt
correspondentes de C' e C'. Dali, entao, da regra da cadeia, temos:

dw _ dw dz
= 1%
dt
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Em particular fazendo ¢ = ¢ty em eqn 14.201 temos:

dw o dz
E t—to - f (Z(to))dt

‘t:to
Que é equivalente a:

dw , dz
it wewp =f (ZO)-%

(14.202)

z=2z0

dw
Levando em conta que f(z) é holomorfa em zy. Escrevendo =l =
w

= rge*® e substituindo em
z2=z0

woy = foeubo, f/(Zo) = R()ew[ e %

eqn 14.202 temos:

foe"bo = Ryc*®.roe*
(14.203)

= Ro.Toel(a+90)

Finalmente, de eqn 14.203 temos:
¢o = 0o +a = 0o + arg(f'(x)). U

OBS 14.1. Notem que nos pontos criticos (pontos para os quais

f'(z0) = 0) a é indeterminado.

Teorema 14.2. Sejam D C C um aberto, f : D C C— C, w =
f(2) uma transformagao holomorfa em zy € D tal que f'(z) #
0 entdo, o dngulo entre duas curvas C1 e Cy passando por zy €

preservado pela transformagao w = f(z) em mddulo e diregao.

PROVA: Pelo teorema 14.2 cada curva gira do angulo arg(f'(zo))
assim, o dngulo entre as curvas nao se altera pela transformagao
w = f(z) tanto em modulo quanto em sentido. [

OBS 14.2. Em outras palavras o teorema acima diz que uma
aplicagao holomorfa é uma transformagao conforme.

Para concluir, vamos enunciar, sem demonstrar um importante

teorema sobre transformacgoes conformes. A saber:
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Teorema 14.3. Seja C' uma curva simples fechada, contorno de
uma regido simplesmente conexa entdo existe uma transformagdo
biunivoca w = f(z) holomorfa em C e seu interior, que mapeia C
na borda do disco unitdrio no plano w e o interior de C' no interior

do disco unitdrio.

OBS 14.3. A demonstragao deste teorema de enunciado simples
é bastante técnica e foge ao escopo deste texto. Porém, se os caros
alunos quiserem aprofundar o assunto tem uma demonstracao em

TIMONEY na leitura complementar.

14.3 Exemplos de Algumas Transformacoes Con-

formes

Veremos nesta secao alguns exemplos de algumas transformacoes
conformes.

Yy plano z v plano w

-
N

020

f (20)

Figura 14.3: Transformagdes Conformes

Exemplo 14.1. Como primeiro exemplo, vamos mostrar que a

~ Z— 2 .
transformacao w = f(z) onde f(z) = e —, zp ¢ um ponto do
Z— 20
semiplano superior e #y € R transforma o semiplano superior no

plano z no disco unitario no plano w (ver figura 14.3).

14
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Yy plano xy

Figura 14.4: Transformagoes Conformes

SOLUCAOQ: Da figura 14.4 se z pertence ao semiplano superior
temos |z — 29| < |z — Zp| ocorrendo a igualdade se z pertence ao
eixo real. Dai, temos:

zZ — 20
eao’l, —
zZ — 20

| = |

_ |€90z|‘|z - ZO|

|z — Zo|

<1

pois, |9 =1 e |z — 2| < |2 — Z|. O

OBS 14.4. Observamos também que f(zp) = 0 e que o eixo real

é mapeado na borda do disco unitério.

14.3.1 Transformacoes de Mobius

Veremos agora um tipo especial de transformagdo conforme de-

nominada de transformagao de Mdébius.

Definigao 14.2. Uma transformagao fracionaria

az+b
cz+d

w= f(z) = (14.204)

tal que ad — bc # 0 é dita uma transformagao de Mdobius.
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Uma das propriedades das transformagoes fracionarias, em par-
ticular as transformagoes de Mobius, é que a composicao de duas

transformagoes fracionaria é uma transformacao fracionaria. sejam

az+b az+p

f(z):CZ+deg(z): vz + 46

. Dai, temos:

aaz+§ )
(fo9)(=) = flo(z) = i 5—
672—1—5
acaz +af + byz + bo
_ vz + 0
- caz+cfB+dyz+dd
cf + do
_ (aa+bB)z + (aB + bd)

(ca+ dy)z + (cf + db)
Tirando eqn 14.204 da forma de fragao temos:

Azw+ Bz+Cw+D =0 (14.205)

que é linear em z linear em w e bilinear em z e w.

Por outro lado podemos inverter eqn 14.204 e temos:

s = () = —dw +b
cw—a
Se ¢ = 0 deixa de ser uma transformacao fracionaria e passa a ser
uma transformacao linear.
Caso ¢ # 0 podemos reescrever eqn 14.204 na forma:

a bec—ad 1
+
c c cz+d

e portanto a condigdo ad — be # 0 garante que eqn 14.204 néo é
a transformagao constante.
14.3.2 Pontos fixos de uma Aplicacao

Imaginemos sobrepor o plano w no plano z de modo que os eixos

coordenados coincidam. Desta forma teremos essencialmente um

14
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tnico plano. E, podemos encarar uma transformagao w = f(2)
como uma aplicacao que leva pontos do plano em outros pontos

do plano. Assim faz sentido a seguinte defini¢ao:

Definigao 14.3. Seja f : C — C uma transformagdo. Dizemos

que z € C é um ponto fixo de f(e) se, somente se z = f(z).

Vejamos um exemplo:

Exemplo 14.2. Determine os pontos fixos da seguinte transfor-

2z -5
magao fracionéria: f(z) = Z+ T
z

SOLUCAO: Da definicao de ponto fixo temos:

22 -5
2= /@)= z+4
Dai, desfazendo a fragdo temos:
22 4+2245=0

Resolvendo a equagao do segundo grau temos:

—2++22-4.15

zZ1 = 9
B —24+/—16
- 2
=—1+2
B —2—-422-415
z9 = 9
_ —2—+/—16
N 2
=—-1—22. 0

Ficaremos por aqui.

200
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14.4 Conclusao

a aula de hoje, vimos que funcoes holomorfas sao transfor-
N la de hoje, f hol f. t f
magoes conformes i.e. transformacoes que preservam o angulo en-

tre vetores.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 14 constam os seguintes topicos:

Transformagoes Conformes

Definicao:

Seja U : D C R? — R? uma transformacdo de um aberto D de
R? em R? tal que ¥ leva o ponto (xg,%o) do plano zy no ponto
(up,vp) do plano uv. Se dada duas curvas Cy e Cy do plano xy
que se interceptam em zo sdo levadas na curvas C] e Cf que se
interceptam em (ug,vg) (ver figura 14.1) entao se ¥ ¢ tal que o
angulo entre as curvas C1 e Cy em (g, yo) € igual ao angulo entre
C] e C4 em modulo e sentido, dizemos que ¥ é uma transformagao
conforme em (zg, yp).

Teorema 1:

Sejam D C C um aberto, f : D C C+— C, w = f(z) uma transfor-
magao holomorfa em 2y € D tal que f'(z0) # 0 entdo a tangente a
qualquer curva C passando por zp é girada de um angulo igual a
arg(f'(20)).

Teorema 2:

Sejam D C C um aberto, f : D C C — C, w = f(z) uma trans-

formagao holomorfa em zg € D tal que f/(zg) # 0 entao, o angulo




Transformacoes Conformes

entre duas curvas Cy e (s passando por zg é preservado pela trans-
formagao w = f(z) em modulo e diregao.

Definicao:

Uma transformacao fracionéria

az+b
cz+d

w=f(z) =

tal que ad — be # 0 é dita uma transformagao de Mdobius.
Definicao:
Seja f : C — C uma transformacao. Dizemos que z € C é um

ponto fixo de f(e) se, somente se z = f(z).

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos algumas aplicagoes das trans-
formagoes conformes. Em particular veremos aplicacoes ao escoa-

mento potencial de fluidos.

>

ATIVIDADES

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

Z—Z

ATIV. 14.1. que a transformagao w = f(z) onde f(z) = eforZ =0
zZ— 20

zo ¢ um ponto do semiplano superior e 5 € R transforma o semi-

plano superior no plano z no exterior do disco unitério no plano w .

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao os

exemplos acima, eles lhes servirao de guia.
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z+a
z+b
Qual a relacao entre a e b garante que a transformacao tem apenas

ATIV. 14.2. Seja f(z) =

uma transformacao fracionaria.

um ponto fixo?

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o

exemplo de ponto fixo, ele lhe servird de guia.
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