AULA

Transformacoes Conformes: 1 5
Aplicacoes

META:

Aplicar transformacoes conformes.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Aplicar transformagoes conformes na determinacao da distribuicao
de velocidade em alguns escoamentos estacionarios laminares planos.
PRE-REQUISITOS

Aulal4 de Variaveis Complexas.
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15.1 Introducao

Caros alunos concluimos aqui nosso curso de ‘“Variaveis Com-
plexa” com “Algumas Aplicagbes das Transformagoes Conformes”.
Em particular faremos aplicagoes ao escoamento laminar, nao vis-

coso e potencial de fluidos.

15.2 Problemas de Dirichlet e de Neumann

Varios problemas da Fisica e da Engenharia sdo modelados ma-
tematicamente por equacoes diferenciais parciais as quais sao as-
sociadas condigoes adicionais denominadas condigoes de contorno.
Denominamos “Problema de Valor de Contorno” ao problema de
determinar uma solugao que satisfaca ao mesmo tempo as equagoes
diferenciais e as condi¢bes de contorno. Estaremos interessados
basicamente na solug¢ao de problemas cuja modelagem recaiam em
equacgoes de Laplace bi-dimensional i.e. Problemas onde desejamos

determinar uma fun¢ao u(z, u) que satisfaga a equagao de Laplace:

ou ou_,
or  dy

no interior de uma regiao B sujeita a certas condigbes na fron-
teira 0B. Os problemas de Dirichlet e de Neumann podem ser
resolvidos em uma regiao B simplesmente conexa que, através de
aplicagoes conformes, possam ser transformadas na regiao limi-
tada pelo semi-plano superior ou o circulo unitario. Neste caso é
muito 1til o teorema da transformagdo de Riemmann enunciado
sem demonstragao na aula anterior. As idéias por tras da solugao

de tais problemas sao:
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i) Usar uma aplicacdo conforme que leve a regiao B no semi-

plano superior ou o circulo unitério.

ii) Resolver o problema no semi-plano superior ou no circulo
unitario. Uma vez resolvidos a tarefa principal recai em de-
terminar a transformacao conforme adequada citada no item

anterior.

iii) Usar a solugao obtida (semi-plano ou circulo unitario) para
resolver o problema original na regiao B usando a inversa da

aplicacao conforme.
O processo descrito baseia-se nos seguintes teoremas:

Teorema 15.1. Seja B uma regiago simplesmente conexa e f :
B+ C holomorfa tal que f'(z) # OVz € B entao existe uma tinica

fungdo f~1: Img(f) — B.

OBS 15.1. Este teorema assegura que tanto f(e) quanto f~!(e)
sao aplicagoes conformes. Sua demonstracao nao sera feita aqui.
Os interessados poderao busca-la em outras referéncias ou adaptar
o teorema da funcéo inversa no caso especial de R?, para o plano

complexo.

Teorema 15.2. Sejam B, e By, abertos simplesmente conexos dos
plano z e plano w respectivamente e f : B, — By uma aplicacao
conforme tal que f'(z) # OVz € B, entio se ® é harmoénica em

By, ®o f é harmonica em B,.

A demonstragao deste teorema segue imediatamente do seguinte

teorema:

15
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Teorema 15.3. Sejam w = v+ vt = f(z) = f(x + y1) analitica
onde f'(z) # 0 entao:

>’ 02<I> o (0?® 0P

Gz g =1 (5 + 52
PROVA: Podemos escrever x = z(u,v) e y = y(u,v) desta forma
O(z,y) = ®(x(u,v),y(u,v)). Usando a regra da cadeia temos:

87@_87@@+8<I>8v 0P 8@@4_82@
o Oudx  Ovdxr Oy Oudy Ovdy

Para a segunda derivada, usando a regra da cadeia a derivada de

um produto, temos:

PO _ 0P 0 (00\du 00O 9 (90 0
0x2 ~ Oudr?  Odx \Ou) Oxr Ovdx2  Ox \dv ) oz

Po 000  Ou [0 9 (90 du
927~ uds® Oz <3u () z B (a >8x)
00 0 du [ O o (0% dv
Tovor T 0x< < ) +01}<8 )ax>
09 0*u  Ou [(0*P Ou . 9*® Ov
oo " or <8u2 dxr  Ovdu 6x>

0D Py ou (D ou 0w
Ov 02 Oz \Oudvdxr  Ov? ox

2
Do mesmo modo, calculando — temos:

a2
o _gvitu ou (0ou 50 o
0r2  Ouody? Oy \ou? 0y Ovdudy
0P 0%v  Ou ( 0?® ou  0*® 6U>

90 0y? oy \dudvay T 9% ay
2P 92D
Somando D2 com W temos:
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3 o' _ow (B o) on (0% o
ox2  Oy?  Ou \0x?2  0Oy? ov \0x2 = 0Oy?

Lo [fou\t (ou\?] o [0\t (o0)?
ou? |\ Oz Oy ov? |\ Oz Oy
L0 (2ud0 0udn
Oudv \ 0x 0x Oy Jy

Como w = u+ vt = f(z) é analitica temos que u e v satisfazem as

equacoes de Cauchy-Riemann:
Ou Ov v ou

e Giy e P —8—y. Dai, temos:
dudv  udv _vov 0, o
drdr ' oydy oydr v oz

parte da equacgao acima e temos:

= 0. O que elimina a ultima

0 o _ov (B oy 0w (0 o
ox2  Oy?  Ou \0zx?2  Oy? ov \ 022  0y?

Jow (ot (on\?] ot [(an\2 (o)
ou? |\ Ox oy ov? |\ oz Oy

Por outro lado, u e v sao também sao harmoénicas logo:
Pu 0%u 0?v 0%

2 + o2 =0e 5 + a2 = 0, o que elimina os dois primeiros

termos da equagao e temos:

2o oo g [0\ o0\ o0 [(on)? | (ov)’
ox2  Oy?  Ou? |\ Oz Oy ov? |\ 0z Oy

Usando as equacoes de Cauchy-Riemann @ v, v = Ou

or oy Cor oy
temos:

Qudv | udv _ Ovov — Q @ = 0. O que elimina a tltima

o0z oyoy  oyor v Vox
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parte da equagao acima e temos:

@2+@2_ @24_@2_ %2+@2—|f’(z)|2
ox oy  \ox oy)  \ox or )
E a equagdo acima toma a formas:

0?°®  9%® . e (0% 90
g g7 _ A B
922 © 0y? F2) <8u2 + 81}2>

Teorema 15.4. Sejam B, e By, abertos simplesmente conexos dos
plano z e plano w respectivamente e f : B, — By, uma aplica¢do
conforme tal que f mapeia OB, em 0B, entdo se ® satisfaz:

O(u,v) =c, Y(u,v) € By ou ?)Z

(u,v) =0, Y(u,v) € 0By
® o f satisfaz:

d(Pof)

(‘I)Of)(l',y) = V(.’I),y> € Bz ou T(x7y) - 07 V(x,y) € 682

15.2.1 Problemas de Dirichlet

Vejamos a definigao:

Definigao 15.1. O problema de Dirichlet consiste em determinar

uma fungao ®(z,y) continua com derivadas parciais continuas que

satisfacam:
o 00
—+—=0 ,(z,y) €B
dor Oy (15.206)
O(z,y)=c  ,(z,y) € 0B
onde c € R.

15.2.2 Problemas de Neumann

Vejamos a definigao:
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Definigao 15.2. O problema de Neumann consiste em determinar

uma fungao ®(z,y) continua com derivadas parciais continuas que

satisfacam:
0 00
874'87:0 ,(ZL‘,y)EB
8% Y (15.207)

%(x7y):0 7(x7y)686

onde 71 é a normal unitiria a OB orientada para fora de B e — a

on

derivada direcional de ¢ na diregao da normal.

15.2.3 Aplicacoes ao Escoamento de Fluidos

Muitos problemas de hidraulica, dindmica dos fluidos ou aerodi-
namica dos fluidos podem ser resolvidos por métodos de varidveis
complexas, em especial com aplicacbes conformes, como veremos
nesta subsecdo. Para este fim sdo necessarias algumas conside-
racgoes que simplificaram tremendamente a nossa tarefa. As hipote-

ses bésicas sao as seguintes:

i) O escoamento é bi-dimensional. As caracteristicas basicas do
escoamento de fluidos sao as mesmas independente do plano en
consideracgao. Isso permite aplicagao dos teoremas na solugao

de problemas de escoamento en redor de objetos.

ii) Escoamento estacionéario. A velocidade do fluido depende ape-

nas das coordenadas espaciais (x,y) e ndao do tempo.

iii) Fluido nao viscoso. O fluido nao tem viscosidade, escoa sem

atrito.

iv) Escoamento potencial. A velocidade do fluido deriva de um
campo potencial i.e. se v, e v, sao as componentes da veloci-

dade na direcao = e na direcao y respectivamente, existe uma

15

211



Transformacoes Conformes: Aplicacoes

212

funcao ®(x,y) tal que:

O
8% (15.208)
Uy = 87:1/

v) Fluido incompressivel. Equivale a dizer que a densidade do
fluido é constante e o campo de velocidade satisfaz:

Doy | vy

T 15.2
5% " By (15.209)

OBS 15.2. Substituindo eqn 15.208 e eqn 15.209 temos:

0 o

52 T a2 (15.210)

logo o potencial de velocidade ® é uma funcao harmonica. Se ¥
¢ a harmonica conjugada de ® definimos o potencial complexo €2

por: Q(z) = ®(z,y) + ¥(z,y)2. Dai, temos:

0
/ —_
Q(z)—dz
- O0r Oz 15.211
_ 0000 (15.211)
T or Oz
= Uy — Uyt

OBS 15.3. As familias de curvas a um parametro:

O(x,y) =«

\IJ(JU, y) =p

(15.212)

onde a e B sdo constante sao denominadas curvas eqiiipotenciais
e curvas de fluxo respectivamente. Em escoamentos estacionarios
curvas de fluxo representam trajetéria reais das particulas do flu-

ido.
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15.2.4 Escoamento em Torno de Obstaculos 1 5

Um problema importante em dindmica dos fluidos é determinar
como um fluido, inicialmente escoando com velocidade constante
vp, é perturbado pela introdugao de obstaculos. A intengao é obter

um potencial complexo da forma:
Q(z) =voz + G(2) (15.213)

tal que | l‘im G(z) = 0 garantindo que longe do obstéaculo a veloci-
Z|—00

dade tem modulo constante.

Yy plano z w plano w

dh

Figura 15.1: Transformacao f(z) =z + —
z

a X u

Exemplo 15.1. Estudar o potencial complexo de escoamento Q(z) =
2

() <Z + a>.
z

SOLUGAQO: Pela figura 15.1 a transformagao conforme f(z) =
a? . . .

z+ — leva o exterior do semi-circulo de raio a centrado em zg = 0
z

do semiplano superior do plano z no semiplano superior do plano

w. Portanto podemos usa-la para descrever o escoamento de um

fluido incompressivel, nao viscoso, estacionario em torno do semi-

circulo. Dai, fazendo z = re® podemos reescrever o potencial
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complexo na forma:

Qz) =2+ T2
2
= vp (re® + 2 (15.214)
red .
2 2
= (7“ + a) cos(#) + vo <T‘ - a) sin(f)2
r r
De eqn 15.214 temos:
a2
O(r,0) = v (r + ) cos(6)
" (15.215)

W(r,0) = v (r - i) sin(6)

Entao as curvas ¥(r,f) = ( (ver figura 15.2) representam as

linhas de corrente i.e. as trajetérias reais das particulas do fluido.

=

Figura 15.2: Linhas de corrente

8

Y

Por outro lado, derivando o potencial complexo ) para obter a

velocidade complexa temos:

V=0 (2)

(1-%)
~(1-7i)
(

2 2
1-— cos(0)> _ a sin(6)2

(15.216)
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distante do semi-circulo, lim V = vy i.e. o fluido esta escoando 1 5

=00

na direcao do semi-eixo real positivo com velocidade constante vyg.

g

15.3 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que é possivel usar aplica¢oes conformes

para resolver alguns tipos de problemas de escoamento de fluidos.

RESUMO

No nosso resumo da Aula 15 constam os seguintes topicos:

Problemas de Dirichlet e de Neumann

A solugao de problemas de Dirichlet e de Neumann baseia-se nos
seguintes teoremas:

Teorema 1:

Seja B uma regiao simplesmente conexa e f : B — C holomorfa
tal que f/(z) # 0Vz € B entdo existe uma tnica funcao f~! :
Img(f) — B.

Teorema 2:

Sejam B, e B, abertos simplesmente conexos dos plano z e plano
w respectivamente e f : B, — B, uma aplicagao conforme tal que
f'(2) # OVz € B, entao se ® é harmonica em B,,, ®o f é harmonica
em B..

Teorema 3:

Sejam B, e B,, abertos simplesmente conexos dos plano z e plano

w respectivamente e f : B, — B, uma aplicacao conforme tal que
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f mapeia 9B, em 0B, entao se ® satisfaz:

P
O (u,v) = ¢, V(u,v) € By ou %(u,v) =0, Y(u,v) € 0B,
® o f satisfaz:
o(P
(®0f)(r.9) = e, Y(o.y) € Be ou 202D ) =0, ¥(ay) € 0.

Definicao: Problema de Dirichlet
O problema de Dirichlet consiste em determinar uma fungao ®(z, y)

continua com derivadas parciais continuas que satisfagam:

o0 0P
—+ =0 ,(z,y) B
doxr Oy (@) (15.217)

®(z,y)=c  ,(z,y) €0B
onde c € R.
Definicao: Problema de Neumann
O problema de Neumann consiste em determinar uma fungao ®(z, y)

continua com derivadas parciais continuas que satisfacam:

?;I)—i-?;l)—o ,(z,y) €B
gz 9y (15.218)

%(I‘vy)zo 7($7y)683

onde 7t é a normal unitaria a 0B orientada para fora de B e o a
7

derivada direcional de ® na direcao da normal.

PROXIMA AULA

Caros alunos esta é nossa tultima aula portanto, nao havera
préoxima aula pois, esta é a dltima aula do nosso curso de “Var-

iaveis Complexa”. Espero que este curso tenha dado bons frutos.
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Ele é apenas um introdugao ao maravilhoso mundo das “Varidveis 1 5
Complexas”. A Leitura complementar fornece material adicional

para quem desejar mais informacoes.

ATIVIDADES t

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 15.1. Considere o potencial complexo de escoamento (z) =

2
a
Vo (z + > e determine os pontos de estagnacao do fluido.
z

Comentario: Lembre-se que os pontos de estagnagao em um

escoamento sao pontos onde a velocidade complexa é nula.

ATIV. 15.2. Considere o potencial complexo de escoamento Q(z) =
Vo <z + Cf) e mostre que as curvas ae®, t € [0, 7|, t, t € (—o0, —a
et, t € [a,00) sao linhas de corrente.

Comentario: Volte ao exemplo e estude a equagao das linhas de

corrente.
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