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Vetores Geométricos

META

Introduzir a definicao de vetor.

OBJETIVOS
Identificar vetores no plano e no
espago e suas propriedades. Efetuar

operacoes com vetores (adicdo, dife-

rencga e multiplicagdo por escalar).




Vetores Geométricos

1.1 Introducao

Seja bem-vindo, caro aluno! Este ¢ 0 nosso primeiro encontro, entre
tantos que estdo por vir. A partir de agora, vocé vai conhecer um

pouco sobre Geometria Analitica.

Nascida das diversas necessidades das técnicas da agrimensura
e da arquitetura, a Geometria Cléssica, muito estudada por diver-
sos intelectuais, toma uma nova roupagem. A Geometria Analitica,
por sua vez, baseia-se na idéia de representar os pontos da reta por
numeros reais, os pontos do plano por pares ordenados de niime-
ros e 0s pontos no espacgo por ternos ordenados de nimeros reais.
Nesta concepcao, as linhas e as superficies, no plano e no espaco,
sdo descritas por meio de equacdes, permitindo um tratamento al-
gébrico de questoes de natureza geométrica e, reciprocamente, um

tratamento geométrico de algumas situacdes algébricas.

Por volta de 1637, a criagdo da Geometria Analitica deve-se a
dois matematicos franceses, Pierre de Fermat (1601-1665) e René
Descartes (1596-1650), simultaneamente. E o mais curioso nesta
histéoria ¢ que ambos eram graduados em Direito, nenhum deles
matematico profissional. Esta interacdo entre Geometria e Alge-
bra foi responsével por diversas descobertas na Matematica e suas
aplicagoes.

Neste nosso primeiro encontro, vocé vai conhecer um dos ele-
mentos principais da Geometria Analitica: os vetores, seu conceito
geométrico, a definicdo das operacoes que podem ocorrer entre eles,
além de suas propriedades. Também vai compreender que muitas
grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamento e impulso

precisam da magnitude, da direcao e do sentido para serem com-
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pletamente identificadas. Essas grandezas sao chamadas grandezas
vetoriais ou simplesmente vetores.

Serd que deu para agucar um pouquinho a sua curiosidade?
Quer saber mais? Entdo venha conosco para a nossa primeira

etapa.

1.2 Transitando pelas definigoes

Esta aula estd segmentada em duas partes. Nesta primeira, vamos
apresentar para vocé, caro aluno, algumas definicoes que serdo

fundamentais para a compreensao da etapa seguinte.

Definicao 1.1. [RETA ORIENTADA - EIXO| Uma reta r ¢ orientada
quando se fixa nela um sentido de percurso considerado positivo

e indicado por uma seta. O sentido oposto é negativo. Uma reta

orientada é denominada eixo.

Definigao 1.2. [SEGMENTO ORIENTADO| Um segmento orientado
é determinado por um par ordenado de pontos, o primeiro chamado

origem do segmento e o segundo, extremidade.

O segmento orientado de origem A e extremidade B serd re-
presentado por AB e geometricamente indicado por uma seta que

caracteriza de forma visual o sentido do segmento (ver figura 1.2).

Defini¢ao 1.3. [SEGMENTO NULO E OPOSTO]|

(15,
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A

Figura 1.1: Segmento orientado AB

1. Um segmento nulo é aquele cuja extremidade coincide com

a origem.

2. Se AB é um segmento orientado, o segmento orientado BA

oposto de AB.

1.3 Medida de um segmento

Fixando uma unidade de comprimento, podemos associar a cada
segmento orientado um numero real ndo negativo. A medida do
segmento orientado € o seu comprimento ou seu médulo. O

comprimento do segmento AB ¢ indicado por AB. [htb!]

Figura 1.2: Nesta ilustragdo o segmento orientado u representa o

comprimento unitario.

Observagao 1. (a) Os segmentos nulos tém comprimentos igual

a Zero.

(b) 4B = BA.
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Dois segmentos orientados ndo nulos, AB e CD, tém a mesma

direcao se as retas suportes desses segmentos sao paralelas ou coin-

cidentes.
i
g
) o
A
o
. C

Figura 1.3: Segmentos orien- Figura 1.4: Segmentos orien-
tados de mesma diregao. tados opostos.

As proximas figuras ilustram segmentos orientados que sio

coincidentes (isto é , ambos os segmentos estao na mesma reta).

1.4 Segmentos eqiiipolentes

Defini¢ao 1.4. Dois segmentos orientados AB ¢ CD sao eqiii-
polentes quando tém a mesma direcdo, o mesmo sentido e o
mesmo comprimento (veja nas figuras (1.7) e (1.8)). Sempre que
os segmentos AB e CD forem eqiiipolentes, serdo representados

por AB ~ CD.

Para que o segmento AB seja eqiiipolente a C'D (na figura

(17,
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Figura 1.8: Neste caso, os seg-
mentos AB e CD néo perten-

Figura 1.7: cem & mesma reta.

(1.8)), & necesséario que AB//CD e ABCD formem um paralelo-

gramo.

1.4.1 Propriedades da eqiiipoléncia

Agora que voceé ja sabe o que é um segmento eqiiipolente, vamos

apresentar-lhe as suas propriedades.
(i) AB ~ AB (reflexiva).
(ii) Se AB ~ CD, entdao CD ~ AB (simétrica).
(iii) Se AB~ CD e CD ~ EF, entdo AB ~ EF (transitiva).

(iv) Dado um segmento orientado AB e um ponto C, existe um

inico ponto D, tal que AB ~ CD.

1.5 Vetores

Vetor determinado por um segmento orientado AB é o conjunto de
todos os segmentos orientados eqiliipolentes a AB. Esse conjunto

¢ indicado por ¥ .
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=
o

O vetor determinado por AB é denotado por: ABou B — A

—

ou v.

—
Observagao 2. Qualquer vetor AB é um representante do conjunto
vetores desde que tenha a mesma direcdo, mesmo sentido e com-

primento de AB.

Indicamos 0 mo6dulo (ou magnitude) de ¥ por |7).

1.5.1 Mais algumas defini¢oes

—_— =
Vetores iguais - Dois vetores AB e C'D sdo iguais se, e somente

se, AB ~ CD.

Vetor nulo - Os segmentos nulos, por serem eqiliipolentes entre
si, determinam um dnico vetor, chamado de vetor nulo ou

vetor zero, indicado por 0.

L == — —
Vetores opostos - Dado v = AB, o vetor BA é o oposto de AB

. . - —
e o indicamos por —AB ou —7.
Vetor unitario - ¥ ¢ unitério se ] = 1.

Versor - O versor de um vetor ndo nulo ¢ é o vetor unitario de

mesma diregdo e mesmo sentido de ¢. (Veja a figura (1.9).)

(19
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!

Figura 1.9: w} e u3 sdo uni-
tarios, mas ] tem a mesma
dire¢do de ¢. Portanto, uj é

versor de v.

Q
/ P I/
Vi //
Vi J i
/S v . — /
// ‘ 3 ¥ /
/s & ) /'/

Figura 1.11: @, ¥ e W ndo séo

coplanares.

Figura 1.10: Neste caso, i, U

e W pertencem ao plano .

Figura 1.12: §=u+ ¢

Vetores colineares - 4 e U sdo considerados vetores colineares

se tiverem a mesma direcdo. Em outras palavras, @ e ¥ sao

colineares se tiverem representantes AB e C'D pertencentes

4 mesma reta ou em retas paralelas.

Vetores coplanares - se os vetores ndo nulos i, 7 e W tém re-

presentantes AB, CD e EF pertencentes ao mesmo plano,

dizemos que sao coplanares. (Veja a figura (1.10)).
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1.6 Operagoes com vetores

Agora que vocé ja estd mais entrosado com o conteido de nossa
aula, pois j4 conheceu alguns conceitos importantes, podemos avan-
¢ar um pouquinho mais. Vamos apresentar para vocé, nesta se-
gunda parte de nossa aula, os mecanismos para efetuar as opera-

¢Oes com vetores.

1.6.1 Adicao

Defini¢ao 1.5. Sejam os vetores @ e ¥ representados pelos seg-
mentos orientados AB e BC. Os pontos A e C determinam um

vetor §, que é a soma dos vetores 4 e U, ou seja,

§=u+17.

Veja a figura (1.13).

1.6.2 Propriedades da adigao

Sejam i, U e W vetores quaisquer, valham:

£

COMUTATIVA - U+ T =7+

—

ASSOCIATIVA - (U + ¥) + W

i + (0 + )

(21
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ELEMENTO NEUTRO - Existe um elemento 6, tal que
T+0=0+7=7, V.

INVERSO ADITIVO - Para todo vetor ¥ existe um Gnico vetor —v

(vetor oposto de ¥), tal que
T+ (=0) = (=0)+7=0.
1.6.3 Diferenca de vetores

Definicao 1.6. Dizemos que d ¢é a diferencga de dois vetores i e
U se d = U — U, ou seja,

-

d=1u+ (—7).
Nas figuras (1.14) e (1.15) estdo representados os vetores @ e v,
respectivamente, pelos segmentos orientados AB e AC. ABCD é

um paralelogramo cujas diagonais AD e BC representam, respec-

tivamente, § e d (soma e diferenca).

O
|
©

<l

Figura 1.14: =4+ v Figura 1.15: ¢

1.6.4 Multiplicagao por um niimero real

Definiciao 1.7. Dados um vetor 7 # 0 e um ntmero real k # 0,
chamamos de produto do escalar k pelo vetor ¥ o vetor p'= kv, tal

que:
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1. [MobuLo| |p] = |k = |k||0];
2. [DIREGAO] a mesma de ¥,

o mesmo de ¥ se k > 0,
3. [SENTIDO|

o contrario de v se k < 0.
e Se k=0o0uv =0, o produto é 0.
e Seja um vetor kU, em que ¥ # 0. Fazendo com que k varie
sobre R (o conjunto dos niumeros reais), obtemos os infini-
tos vetores colineares a ¥ (além de serem também colineares

entre si). Por outro lado, para quaisquer dois vetores @ e ¥,

colineares, sempre existe um k € R, tal que

U=k

o 1 U
e O versor de ' # 0 é o vetor unitario 4 = ﬁﬁ’ ou U= |vj|
U U
Veja que
L | T
N 7/

para todo ¥ # 0. Assim, temos que ¥ = |9| i, ou seja, todo vetor é
o produto de seu moédulo pelo vetor unitario de mesma direcdo e

mesmo sentido que v.

(23
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1.6.5 Propriedades da multiplicacao por um niimero

real

Sejam 4 e ¥ vetores quaisquer e a e b nimeros reais (também
conhecidos como escalares). Assim, temos as seguintes proprieda-

des:

ASSOCIATIVA:  a(b¥) = (ab)¥,

IDENTIDADE: 17 = ¥

?

<L
I

DISTRIBUTIVIDADE EM RELAGAO AOS ESCALARES: (a + b)

av + b,

DISTRIBUTIVIDADE EM RELAGAO AOS VETORES: a(U+d) = av+

all.

E bom que vocé atente para os exemplos que lhe apresentamos,
pois sao fundamentais para auxilid-lo na resolucao dos exercicios

ao final desta aula.

Exemplo 1.6.1. Dados os vetores u, U

seguir, vamos construir o vetor 2u — 37 +
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5

Figura 1.16: Solucao, 5§ =

1
2u — 3+ Qu_)’.

1.7 Angulos de dois vetores

Definicao 1.8. O angulo de dois vetores 4 e ¥ ndo nulos é o
angulo 0 formado pelas semi-retas OA e OB, como na figura (1.8),

etal que 0 <0 <.

<]

=)

e Se 0 =m, ©evtém a mesma direcao e sentidos contrarios.

8=m

<l
<l

e Se =0, 4 e U tém a mesma dire¢do e mesmo sentido.
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=]
-

Y
J

T L L . < P .
e Sef= 5 @ e U sdo ortogonais (isto é, sdo perpendiculares),

e denotamos por #l7. Neste caso, temos que |if + ¥]? =

[@l? + |92

A C
o PERY

B=x/2
0 v 8

e O vetor 0 ¢ considerado ortogonal a qualquer vetor.

e Se 4 & ortogonal a ¥ e m um namero real qualquer, @ é

ortogonal a md.

1.8 Resumo

Nesta aula, vocé aprendeu que o segmento orientado no plano re-
presenta um objeto geométrico: o vetor, que por sua vez pode ser
representado algebricamente e, como conseqiiéncia, possibilita de-

finir operagoes como adicao, diferenca e produto por um escalar.
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Além disso, vocé aprendeu que existe um angulo entre dois vetores,

ainda que suas extremidades nao coincidam.

1.9 Atividades

1. Decida se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes a
seguir.
(a) Se 4 = 7, entdo |u] = |7].
(b) Se |u| = |7], entao u = v.
(c) Se @ || ¥, entao @ = .
(d) Se @ =9, entao @ || ¥.
(e) Se |W| = |u| + |7], entdo @ U e W sdo paralelos.
(f) Se AB = D_C>, entdo ABCD (vértices nesta ordem) é

paralelogramo.

2. Dados os vetores @ e ¢ da figura, mostrar um representante

do vetor através de um grafico: (a) 4 —7

(b) 7—a

3. Determine o vetor & em func¢ao de @ e ¥ nas figuras a seguir.
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(a) : (b) . () '

4. Dados trés pontos A, B, C nao-colineares, como na figura a

seguir, representar o vetor & nos seguintes casos:

(a) & = BA + 2BC;
(b) f:%7+23—/>1; K
C
A [ ]
(c) T=AC+CB — AB. .

5. Sabendo que o dngulo entre os vetores @ e ¥ é de 307, deter-

minar o dngulo formado pelos vetores a seguir.

(a)ue —v (b) —ue2V (c)—tde—v (b)3uebdt

1.10 Comentario das atividades

Se vocé conseguiu fazer a atividade 1, entdo entendeu os rudi-
mentos dos conceitos de mddulo e vetores paralelos. E quanto as
atividades 2,3 e 4 7 Conseguiu resolvé-las? Entao ja entendeu a
idéia de soma, diferenga de vetores, além de multiplicacao por um
escalar. E a atividade 57 Se vocé conseguiu resolvé-la, ajuda a
fixar a idéia do angulo entre vetores. Se ainda tiver dificuldades,
volte e reveja com cuidado os conceitos apresentados na aula. Nao
esqueca que ha tutores que o ajudarao a eliminar as suas dividas.

Desde j4, lembre-se de discutir os contetidos com seus colegas.
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