O Plano

META
Apresentar a definicdo de equacoes
de planos no espaco e suas proprie-

dades geométricas.

OBJETIVOS

Identificar a equacdo do plano
nas formas vetorial, paramétrica,
simétricas e reduzidas.

Reconhecer as propriedades geomé-
tricas do paralelismo e perpendicu-
larismo entre planos e entre planos

e retas.

PRE-REQUISITOS

Saber identificar a equacdo da reta
nas formas em que foram apresenta-
das na aula anterior e reconhecer as

propriedades geométricas do parale-

lismo.
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6.1 Introducao

Ola! Na aula passada, verificamos que é possivel definir a equacio
vetorial da reta utilizando apenas um vetor e um ponto do plano.
Além disso, aprendemos a representar a reta a partir da sua equa-
¢80 paramétrica, definir uma reta por dois pontos e um segmento
parametrizado. Também foi possivel conhecer as propriedades das
retas.

O principal assunto a ser discutido nesta aula é o plano, que
serd estudado sobre o espacgo tridimensional. Além disso, iremos
conhecer as suas equagoes geral, vetorial e paramétrica, bem como

suas propriedades.

6.2 Equacao geral do plano

Seja A = (x1,y1,21) um ponto pertencente a um plano IT e ¥ =

(a,b,c¢), T# 0, um vetor ortogonal ao plano.

/

Como v L II, ¥ € normal (ortogonal) a todo vetor representado
em II, entdo um ponto P = (z,y, 2) € II se, e somente se, o vetor

—
AP é ortogonal a U, isto é,
(t,P—A)=0 (6.1)

ou ((a,b,c),(x—z1,y —y1,2—21)) =0=alx —x1)+ by —y1) +

¢(z — z1) = 0, ou ainda ax + by + ¢z — axy — by; — cz; = 0. Como
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—ax1 — by — cz1 = d nao depende de x, y ou z, obtemos
ar +by+cz+d=0 (6.2)

Esta é a equagao geral do plano II.

Observagao 9. 1. Como ¥ = (a, b, c¢) é normal aII, YA € R—{0},

A7 é também vetor normal ao plano.

2. Perceba que na equacao (6.2) os coeficientes a, b, ¢ s20 coor-

denadas do vetor normal ao plano ¢ = (a, b, c).

3. Para determinar pontos do plano, basta que se atribua va-
lores para duas de suas varidveis, deixando uma delas livre.
Por exemplo, no plano de equacao geral 2z —3y+2—-1=0

temos que se z =1 e y = 0, entao
z=-2x+4+3y+1=-2(1)4+3(0)+1=—1,

portanto, o ponto P = (1,0, —1) € IL.

Veja ainda que:
e se P = (xo,y0,20) €11, tal que

axg+byy+czxp+d=0=d=0

7

dizemos que P é a origem do plano II.

e Se o plano II contém o ponto (0,0,0), entdo a equacdo geral

do plano sera dada por
ax + by +cz = 0.

Pois a(0) + b(0) + ¢(0) +d =0 = d = 0.
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Exemplo 6.2.1. Qual é a equacio geral da reta que passa pelo
ponto P = (1,1,—1) e tem como vetor normal @ = (2,—1,3)?

Como a equagao geral do plano é dada por
axr +by+cz+d=0,

temos que 2z + (—1)y + 3z +d = 0, pois @ é o vetor normal. E

ainda,

2(1) —1(1) +3(-1) +d=0=d = 2,

portanto, a equagao geral do plano que passa por P = (1,1,—1) e

tem vetor normal 4 é 2x —y + 32+ 2 = 0.

6.3 Equacao vetorial e Equacoes paramétri-

cas do plano

Sejam A = (x0, Yo, 2z0) um ponto do plano Il e 4 = (a1, b1,¢1), U=
(a2, ba, c2) vetores paralelos a II, mas nao parelalos entre si.
—
Para todo ponto P € II, os vetores AP, 4 e ¥ sdo coplanares.

Um ponto P = (z,y,2) € II se, e somente se, existem h,t € R, tal

que
P— A= hii+tv,
ou
P = A+ hti + tv,
ou ainda,

(7,9,2) = (70,90, 20) + h(a1, b1, c1) +t(az, ba,c2), h,t €R (6.1)
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A equagao (6.1) é chamada de equagao vetorial do plano II
e 0s vetores U e U sdo os vetores diretores de II.

A partir da equagao 6.1), obtemos

r = xg+arh+ ast
Yy = Yo+ bih+bot (6.2)
z = zgt+tch+cet, hyteR

As equagoes (6.2) sdo conhecidas como equagoes paramétri-

cas do plano II, em que h e t sdo conhecidas como parametros.

Exemplo 6.3.1. O plano II que passa pelo ponto P = (1,—1,1)
e é paralelo aos vetores @ = (2,1,—1) e ¥ = (2,—1,0) tem como

equacao vetorial

(LL‘, Y, Z) = (1’ _17 1) + h(2’ ]-a _1) + t(2> _17 0)

e sua equacao parameétrica serd dada por
r = 14+2h+2t
y = —1+1h—t
z = 1—=—h+(0)t, hiteR
Exemplo 6.3.2 (EQUAGAO VETORIAL DE UM PARALELOGRAMO).

- . — —
Dados os pontos A, B e C nao em linha reta, os vetores AB e AC

determinam o paralelogramo cuja equagao vetorial é

P = A+ h(AB) + t(AC)
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ou
P=A+h(B—A) +tC—A) ,com htel0,1], (6.3)

em que P representa um ponto qualquer desse paralelogramo.

C Ty

6.4 Mais algumas propriedades

Defini¢do 6.25 (ANGULOS DE DOIS PLANOS). Sejam os planos
II; e Ils, com vetores normais ¥ e U, respectivamente. Chama-se
angulo de dois planos o menor dngulo formado entre o vetor
normal a II; e o vetor normal a Ils. Se 0 for esse dngulo, entao

temos
(T, T2)|

cosf) = ———
(V1] V2]

com 0<6< (6.1)

|3

Exemplo 6.4.1. Veja os planos
I :224+y—2+1=0 ellz:z4+y—2=0

Sendo 77 = (2,1, —1) e ¥, = (1,1,0) os vetores normais aos planos
I1; e IIy, respectivamente, e pela definicdo dada por (6.1), temos

que

1 | V62

, € assim, sabendo que

[\)
S
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Definigao 6.26 (PLANOS PERPENDICULARES). Consideremos dois

planos, I e Iy, e sejam U7 e U2 seus respectivos vetores normais.

II, L1, & 171 1 ’(72 ~ <’L71,’L72> =0 (62)
:1
_— T Vo
4 |
// : HZ
Hl

Dados os planos

I:2x4+y—2+1=0 ell3: x24+22—2=0

verificamos que eles sao perpendiculares, pois (2,1, —1),(1,0,2)) =

2(1) +1(0) + (—1)(2) =2 — 2 = 0. Mas ja os planos

I :2z4y—24+1=0 ellb:z2+y—2=0

como verificamos no exemplo (6.4.1), ndo sao perpendiculares,
T
pois o angulo entre eles é 6 = s # 0.

Defini¢ao 6.27 (PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE
RETA E PLANO). Seja r uma reta com a dire¢ao de @ e um plano

) com vetor normal 77, entdo temos que
r||Qedlise (Ud) =0 (6.3)

rlQed|ids d=A, paraalgum A e€R (6.4)
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Figura 6.50: r || Q Figura 6.51: r» L Q

Observagao 10 (RETA CONTIDA EM PLANO). Sejam r uma reta

e IT um plano,r C II se:
e dois pontos A, B € r e também A, B € II.

e (U,7) =0, em que ¥ é o vetor diretor de r, 7 o vetor normal

a Il e o ponto A arbitrario, sendo A € r N 1L

Exemplo 6.4.2. Dados a reta r e o plano (2, determinar o valor

de m para que r || Q (e parar L Q), a partir dos seguintes valores

r= -3+t
T y= —1+2t ell:mex—y—22—-3=0
z= 4t

Para isso, veja que v = (1,2,4) é o vetor diretor de r e i =
(m,—1,—2) é o vetor normal ao plano Q). Assim, para que r L

Q=0=\

1
= (1,2,4) = A(m,~1-2) = { 2= (=1)A :>)\:—2:>m:—§
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1
Portanto, para que r || €2, deve-se ter que m = —5 No caso de

r 1 Q= (v,7) =0, entao,
((1,2,4), (m,—1,-2)) =m+2(-1)+4(-2) =0 < m—10 = 0 & m = 10.

Logo, r L Q< m = 10.

6.4.1 Intersecao (entre planos e entre retas e planos)

Sejam os planos nao paralelos IT e €. A intersecao entre dois planos
nao paralelos é uma reta r cuja equacao deseja-se determinar. Para
tanto, como r estd contida em II N €2, as coordenadas de qualquer

ponto (z,y, z) € r devem satisfazer as equagoes de II e 2

Exemplo 6.4.3. Sendo Il : 5x—y+2—5=0eQ: z+y+22—7 =0,
devemos encontrar valores para x, y e z, tal que obedecam as

equacoes

T —y—+z= 5 y= 3r—1
=
c+y+2z= 7 z= —2x+4
que sdo as equacoes reduzidas da reta r.

Exemplo 6.4.4. Para determinar o ponto de intersecao da reta r

com o plano €, em que

r= —1+2t
T y= 5+3t e Q:2xr—y+32—4=0,
z= 33—t
observamos que qualquer ponto de r é dado por (z,y,2) = (=1 +

2t,5+ 3t,3 —t). E se um ponto da reta r também pertencer ao

plano Q, temos que

2—1+2t)— (5+3t)+3B3—-1)—4=0=—2—-2=0=t=—1
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E substituindo nas equacoes paramétricas da reta r:

y= 5+3(-1) =S y= 2
z= 3—(-1) z= 4

Portanto, o ponto de intersecao entre a reta r e o plano 2 é
(—3,2,4). Vejaainda que 2(—3)—(2)+3(4)—4 = —6—2+12—4 =10
= (-3,2,4) € Q.

6.5 Resumo

Nesta aula, definimos a equacao geral do plano e, como conseqiién-
cia, também definimos outras formas de representé-lo através de
suas equacoes vetoriais e paramétricas. Abordamos algumas das
suas propriedades, como o angulo de dois planos e condic¢bes de
paralelismo e perpendicularismo entre retas e planos. Além disso,
aprendemos que a intersecao entre dois planos é representada por

uma reta contida em ambos.

6.6 Atividades

1. Obtenha uma equacao para o plano que contém o ponto P e
é perpendicular ao vetor que tem como extremos do pontos
A e B nos seguintes casos:
(a) P=1(0,0,0), A=(1,2,3), B=(2,—1,2);
(by P=(1,1,-1), A=(3,5,2), B=(7,1,12);
(c) P=(3,3,3), A=(2,2,2), B=(4,4,4);

(d) P = (330711072’0); A= (‘Tl?yhzl)a B = <x27y2722)~
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2. Determine a equagao geral dos seguintes planos:

(a) paralelo ao plano IT : 2z —3y — 245 = 0 e que contenha
o ponto A = (4,-2,1);

(b) perpendicular a reta

r= 242t
T y: 1—3t
z= 4t

e que contenha o ponto A = (—1,2,3).

3. Determine o valor de m para que seja de 30° o angulo entre

os planos

ILi:ze+my+22—7=0 e Ilh:4x+5y+32+2=0

4. Determine o valor de n, de modo que os planos
Ii:ne+y—32—1=0 e Ilx:2z—3ny+424+1=0
sejam perpendiculares.

5. Sejam A = (3,1,3), B = (5,5,5), C = (5,1,-2) e D =
(8,3,—6). Mostre que as retas AB e C'D sao concorrentes e

encontre uma equacao para o plano que as contém.

6. O plano II contém o ponto A = (a,b,c) e a distancia da

origem a IT ¢ va? + b2+ ¢2. Encontre uma equagio desse
plano.
6.7 Comentario das atividades

Concluiu a atividade 17 Entao entendeu a definicdo de Equacao

geral do plano. Se resolveu a questdo 2, vocé trabalhou a defini¢ao
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de Equacgao paramétrica do plano. E as atividades 3 e 4, conseguiu
encontrar um resultado satisfatorio para elas? Em caso afirmativo,
vocé entendeu o conceito de angulo entre planos. Para resolver 5 e
6, é necessério ter utilizado os conceitos de retas contidas em um

plano e intersecao entre retas e planos.
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