Conicas - Parte 1

META
Introduzir a definicdo de parabola e

suas propriedades.

OBJETIVOS

Identificar a parabola no plano.
Comparar algumas formas de re-
presentar a parabola no plano com
base nas suas equagoes reduzidas e

equacoes parameétricas.

PRE-REQUISITOS

Para que vocé possa ter um bom
desempenho nesta aula, é necessério
que tenha apreendido os contetudos

das aulas anteriores, desde a pri-

meira até a sétima.
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8.1 Introducao

Ola! Como estao as suas leituras? Estd se dedicando bastante
aos contetdos de nossas aulas? Esperamos que sim. E sempre
bom lembrar que h& um tutor a sua disposicao para esclarecer as
davidas. Nao se esqueca disso. Entdo, vamos em frente!

Na aula passada, conhecemos uma forma de encontrar a distan-
cia entre ponto e reta e entre ponto e plano. Além disso, também
aprendemos a calcular a distancia entre retas.

Vocé ja deve ter visto ou ouvido falar de conicas ou de elipses,
parabolas e hipérboles, ndo é? Bem, nesta aula iremos introduzir
nao s6 a definicdo de conicas mas também algumas propriedades
importantes da parabola.

Porém, antes de iniciarmos nossos estudos sobre as conicas,
vamos fazer uma breve viagem no tempo para sabermos um pou-

quinho mais sobre o comec¢o de tudo isso.

8.2 Um pouco de Historia

Os estudos sobre as conicas tiveram inicio, segundo o matemaético
grego Pappus de Alexandria (290-350 a.C.), com o gedmetra grego
Aristeu, "o Anciao"(370 - 300 a.C.). De acordo com Papus, Aris-
teu foi o primeiro a publicar um tratado sobre as seces conicas,
que recebeu o nome de Cinco livros sobre se¢bes conicas, e cujo
contetido versava sobre um estudo minucioso das curvas conicas e
de suas propriedades.

Contemporaneo de Aristeu e conhecedor de sua obra sobre as
conicas, Arquimedes de Alexandria (325 - 265 a. C.) nao procurou

aprofundar seus estudos sobre este assunto em sua obra Os ele-
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mentos com o intuito de despertar nos estudiosos o interesse pela
leitura dos escritos originais.

Cerca de duzentos anos mais tarde, o astrébnomo e matematico
grego, Apolonio de Perga (262 - 190 a. C.), aprimorou os estudos
sobre essas curvas escrevendo o Tratado sobre as conicas, em que
as definia como se¢bes de um cone de basge circular, elipse, pardbola
e hipérbole. Esse tratado representa o ponto méximo alcancado
pela Matemaética grega por ser motivo de admiracdo a maestria
com que Apolonio demonstra centenas de teoremas, recorrendo
aos métodos puramente geométricos de Fuclides.

Entretanto, existem algumas controvérsias a respeito desses
matematicos quanto & descoberta das conicas. Os estudos his-
toriograficos dao a outro matematico grego, Menaecmus (380 - 320
a.C, aproximadamente), o prodigio de té-las descoberto ao tentar
resolver trés problemas famosos da Geometria grega: a trissecao
do angulo, a duplicagdo do cubo e a quadratura do circulo. Quanto
4 obtencao destas curvas, isto é, das conicas, também houve diver-
géncia entre Menaecmus e Apoldnio. O primeiro julgava que elas
eram obtidas por meio de cortes efetuados sempre em angulo reto
em relagao a superficie do cone; enquanto o segundo acreditava
que os quatro géneros de curvas eram obtidos através do corte de

um mesmo cone sob diferentes dngulos.

8.3 Conceituando as conicas

Agora que vocé ja leu um pouco sobre a origem das conicas, prepare-
se para seguir em frente, pois nesta segdo vamos conceitua-las.

Sejam e e g retas concorrentes no ponto O e ndo perpendicula-
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res. Deixando a reta e fixa e fazendo a reta g girar 360° em torno
de e, tal que o angulo entre as retas e e g seja constante, a reta
g gera uma superficie conhecida como superficie conica circular

infinita constituida por duas folhas separadas pelo vértice O.

Figura 8.56: e (eix0), g (reta geratriz)

Definic¢ao 8.28. A reta g é chamada geratriz da superficie conica

e a reta e, eixo da superficie.

Definicao 8.29. Chamamos de secao cdnica, ou simplesmente
cOnica, o conjunto de pontos que formam a intersecao de um plano

com a superficie conica.

Quando uma secao conica é seccionada por um plano que nao

passa pelo ponto O, podemos obter as seguintes curvas conicas.

PARABOLA - se o plano for paralelo a uma geratriz da superficie.

ELIPSE - se o plano ndo for paralelo a uma geratriz e intercepta
apenas uma das folhas da superficie (ou uma circunferéncia,

se o plano que secciona for perpendicular ao eixo).

HIPERBOLE - se o plano que secciona nao é paralelo a uma geratriz

e intercepta as duas folhas da superficie. A hipérbole deve ser
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vista como uma curva sé6, construida a partir de dois ramos, 8

um em cada folha da superficie.

Figura 8.57: PARA-  Figura 8.58: Figura 8.59: Hi-

BOLA. ELIPSE. PERBOLE.

Comecaremos nossos estudos pela pardbola.

8.4 Parabola

Definicao 8.30. Parabola é o conjunto de todos os pontos de

um plano equidistante de um ponto fixo e de uma reta fixa desse

plano.

Em outros termos, considere uma reta d e um ponto F' nao

pertencente a essa reta.

[ S,
Qb m— e —————
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Um ponto P qualquer pertence & parébola se, e somente se,
d(P,F) =d(P,d),
ou equivalentemente,
d(P,F)=d(P,P)

em que P’ é o ponto que estd no pé da perpendicular baixada de
P sobre a reta d.

Agora, é importante que vocé compreenda o que representa
cada ponto ou reta.

NOTAGAO :

Considere a parabola de vértice V' = (0,0).
(i) O eixo da parabola é o eixo—y.
Seja P = (z,y) um ponto qualquer da pardbola de foco F' =

(0, g) e diretriz de equacao y = —p/2.

Ml [T

Pela definicao da parabola, temos que

—_—

—
FP=PP

Sendo P’ = (z, —g) € d, temos a seguinte igualdade
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!
2 2
\/(x—0)2+ (v-%) = \/(x—x)2+(y+§)
4
2 2
(-0 4+ (y-2) =@-2?+ (y+?)
!
2 2
ﬁ+ﬁ—w+%=ﬁ+w+%
e assim,
x2:2py (8.1)

que é a equacao reduzida da parabola.

Observagdo 11.
e p # 0 é chamado de parametro da parabola.

e Com base na equagao (8.1), podemos deduzir que:
-se py >0, pey tém o mesmo sinal;
- se p > 0, a parabola tem abertura (concavidade) para cima;
- se p < 0, a abertura (concavidade)é voltada para baixo.

e O grafico da parabola é simétrico em relagdo ao eixo—y, pois

se um ponto pertence ao grafico (z,y), entdo o ponto (—z,y)

também pertence a ele.

(ii) O eixo da parabola é o eixo—uz.
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Figura 8.60: y >0,p >0 Figura 8.61: y <0, p < 0.

Sendo P = (z,y) um ponto qualquer da parabola, com foco
F = (p/2,0) e diretriz x = —p/2, obtemos, analogamente ao item
(i), a equacdo reduzida

y? = 2px (8.2)

Da mesma forma, podemos verificar que se p > 0, a parabola tem

s R
P=(-3,y)

Figura 8.62: y? = 2px

abertura (concavidade) para a direita, e se p < 0, para a esquerda.

Exemplo 8.4.1. Na parébola y = 22 /4, construir o grafico e en-

contrar o foco e a reta diretriz.

Perceba que a partir de y = 2% /4 = x> = 4y, verificamos que
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N

Figura 8.63: >0, p >0 Figura 8.64: x < 0, p < 0.

2p = 4, ou seja, p = 2 = b Portanto, o foco F = (0,1) e a

2
reta diretriz sao dados por d:y = —1.
3
I
W
y=qAx
4 x
y w4
Figura 8.66: y? = 4x cujo vér-
tice V.= (0,0) e foco F' =
Figura 8.65: y = 22 /4. (1,0)
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8.5 Translacao dos eixos

Representamos o ponto O = (0,0) como a origem do sistema carte-
siano de eixos (plano—zy), considerando O’ = (h, k) um ponto ar-
bitrario no plano. Com base nisso, podemos construir um novo sis-

tema de coordenadas x'y’, de forma que P = (2/,y’) € plano — xy.

" 4 P=(x.¥)

——————————————— - e

v PP=(x0y0
I

. ------ o ¥ : x'
; |
L ' |
: |

: v R
O A

Para construirmos outro sistema, necessitamos de:

zr=2'4+h e y=vy +k ou
¥=x—-h e y=y—k

que sdo as formulas de translacao.

Consideremos, agora, uma parabola cujo vértice seja V = (h, k) #
(0,0) e cujo eixo seja paralelo ao eixo—y.

Como o vértice é V = (h, k), iremos considerar um outro sis-
tema de coordenadas cuja origem seja O’ = V e a parabola tenha
a equacao reduzida

x/2 — pr/

Fazendo a mudanca de coordenadas indicada pelas equagoes

(14.98) com
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obtemos
(x —h)* = 2p(y — k) (8.2)

De maneira analoga ao que demonstramos anteriormente, en-

contramos

(y — k)* =2p(z — h) (8.3)

Observacdo 12. Eam ambas as equagoes de pardbola transladadas
(8.2 e 8.3), o parametro p obedece as mesmas condigdes da obser-

vagao (11).

Com base na equacao (8.2), podemos ainda constatar que se a

desenvolvermos como se segue

(x—h)? = 2p(y—k) = 2*—2ha+h? = 2py—2pk = 2*+(—2h)x+(2p)y+(—2pk+h?) = 0
, podemos reescrevé-la da seguinte forma
ar’ +cx+dy+f=0, a#0 (8.4)
Analogamente para o caso da equagao (8.3), temos

by’ +cx4+dy+f=0, b#0 (8.5)
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Exemplo 8.5.1. Seja V = (1, —2) o vértice de uma parabola cujo
eixo é paralelo ao eixo—y e com parametro p = 2. Para determinar
a equagao da pardbola, iremos usar a equacdo dada por (8.2), e

assim, a equacao tem a forma
(= h)* = 2p(y — k)
Fazendo h =1 e k = —2, temos
(r—1)?=202)(y+2) ou (r—1)2=4(y+2)
Podemos ainda reescrever a mesma equagao para

2> —2r+1=4y+8 ou

1, 1 7
Yy = 2:17 — §'x — Z: (8.6)

em que a equacao (8.6) é a equacao geral desta pardbola.

L EIRD

=2

e —

T v : S
4 Fl
\
T3 Y

- T
———— -4
&
e

1 1 7
Figura 8.67: y = sz 5T

Este exemplo nos conduz a retomar a equagao (8.4) e a reescreveé-

la como

y=az’+br+ec, a0sendo a,b,ceR, (8.7)
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ou para a equacao (8.5), temos analogamente
r=ay’+by+c, a0sendoa,b,ceR. (8.8)

As equagoes (8.7) e (8.8) sao chamadas de equagoes
explicitas da parabola.
Considerando a equacao reduzida da parédbola cujo

eixo é o dos y, 2% = 2py, e fazendo x = ¢, teremos

Definicao 8.31. EQUACOES PARAMETRICAS

e Asequagoes parameétricas da parabola com vértice V = (0, 0)
e o eixo da parabola, sendo o eixo—y, sao dadas por

=t

1 (8.9)
y= —t*, teR
2p

e Para o caso em que o vértice seja V = (0,0) e o eixo da
parabola seja o eixo—x, as equagoes paramétricas sdo dadas
por

1
r= —t?

2p (8.10)
y= t, teR

De forma similar, podemos obter as equacdes paramétricas nos

casos em que o vértice da parabola nao seja a origem do plano—zxy.

Exemplo 8.5.2. Seja a equacio da parabola dada por (z 4 2)? =
2(y — 3), vamos encontrar sua equagao paramétrica. Para isso,

fagamos

r4+2=t => x=t-2 = t?=2(y—3)

(135
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out? =2 —6e

246
Y=
Deste modo, o sistema
r= 1—2
t2+6
Y= ;— , teR

sdo as equacoes paramétricas dessa parabola. E fundamental vocé

perceber, ainda, que se fizermos a substituicdo de x = t — 2 (ou
2

t
seja, t=x+2)edey= +

, teremos a seguinte equacao:

_(z+2)%*+6

5 = (z+2)2=2(y-3),

que € a equagao cartesiana dada no inicio.

8.6 Resumo

Nesta aula, apresentamos a vocé as curvas conicas. Conhecemos
um pouco mais sobre a parabola e suas propriedades, além de
algumas maneiras de a representarmos, como a equacao reduzida

e a equacgao paramétrica da parabola.

8.7 Atividades

1. Trace um esbog¢o do grafico e obtenha uma equacao da pa-
rabola que satisfaca as condigoes dadas.
(a) vértice: V = (0,0); diretriz d: y = —2;
(b) foco: F = (2,0); diretriz d: z + 2 = 0;

1
(c) foco: F = <0, —4); diretriz d: 4y — 1 = 0.
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2. Determine a equacao reduzida, o vértice, o foco, uma equacao
da diretriz e uma equacao do eixo da parabola das equagoes

dadas. Esboce o grafico dessas equagoes.
(a) 22 — 22 — 20y — 39 = 0;
(b) y? — 16z + 2y + 49 = 0;
(c) y = 4z — 2.
3. Determine uma equacao da curva gerada por um ponto que

se move de modo que sua distancia ao ponto A = (—1,3)

seja igual a sua distancia a reta y + 3 = 0.

4. O arco DC (como ilustrado abaixo) é parabolico e o segmento
AB esté dividido em 8 partes iguais. Sabendo que d = 10m,
AD = BC = 50m e AB = 80m, determine hq e ho.

I o
by ER_I_d by
2 ; Y

5. Dados os sistemas de equagoes paramétricas a seguir, mostre

que eles representam parte de uma mesma parabola, esbo-

cando o grafico.

e t2
y= t+3, te]0,8§] Y= 5+3, t € [—4,0],

8.8 Comentario das atividades

Se vocé entendeu a definicdo da pardbola e seus componentes, en-

tao deve ter resolvido as atividades 1,3 e 4. J4 na atividade 2, vocé
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trabalhou com a obtencao de equacoes reduzidas das parabolas e
alguns de seus componentes (foco, vértice, equacdo da diretriz e
equacdo do eixo da parabola). Se vocé conseguiu resolver a ques-
tao 5, entao ja deve ter entendido como se apresentam as equagoes
paramétricas da parabola. Qualquer diuvida a respeito da resolu-

¢do dessas atividades, procure o tutor de seu pélo.

8.9 Referéncias

STEINBRUCH, Alfredo , Geometria Analitica. Sao Paulo, Ma-
kron Books, 1987.

LIMA, Elon Lages , Geometria Analitica e Algebra Linear. Rio de
Janeiro, IMPA, 2005.

BOLDRINI, José Luiz, ’Algebra Linear . Sao Paulo, Harbra, 1980.



