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META

Apresentar a definicdo de equacoes
de planos no espaco e suas propri-
edades geométricas direcionadas &

hipérbole.

OBJETIVOS

Identificar a hipérbole no plano.
Comparar ou diferenciar algumas
formas de representar a hipérbole
com base nas equacoes reduzidas e

paramétricas da elipse.

PRE-REQUISITOS

Para que vocé possa ter um bom
desempenho nesta aula, é necessario
que tenha assimilado os contetdos

das aulas anteriores, desde a pri-

meira até a sétima.
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10.1 Introducao

Ola! Chegamos & metade de nossa disciplina. Isto significa que
j4 temos boa parte das ferramentas matematicas para avan¢armos
nos proéximos contetdos.

Na aula passada, entramos em contato com a elipse e suas pro-
priedades, além das formas para representéa-la. Nesta aula, vamos
apresentar a hipérbole e suas propriedades. Também veremos que
é possivel representar hipérboles por equacao reduzida e paramé-

trica.

10.2 Hipérbole

Da mesma forma como apresentamos para vocé as diferentes for-
mas de representar a parabola e a elipse, através das equacoes
reduzida e paramétrica, assim procederemos com a hipérbole. Va-

mos dar inicio pela sua definicdo.

Definicao 10.33. HIPERBOLE

Sejam F) e F5 dois pontos do plano e ¢ um ntimero real positivo.
Chamamos de hipérbole de focos F} e F5 o conjunto dos pontos
P do plano cuja diferenca das distancias aos pontos Fy e Fy é, em

valor absoluto, igual a 2a.

Assim, o ponto P pertence a essa hipérbole H se, e somente se,
|d(P, F1) — d(P, Fy)| = 2a (10.1)

A hipérbole H tem dois ramos, um formado pelos pontos P para
os quais a diferenca é positiva d(P, F1) — d(P, F3) = 2a, e outro em
que essa diferenca é negativa, isto é, d(P, F}) — d(P, F3) = —2a.
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Figura 10.72: |d(P, F1) — d(P, F»)| = 2a

Considere no plano dois pontos quaisquer Fj e Fy com d(Fy, Fy) =
2¢. Chamando de C' o ponto médio do segmento de F} F», tracemos
uma circunferéncia de centro C e raio c.

Tomemos um valor arbitrario a, com a < ¢, e marquemos so-
bre o segmento F}Fb, a partir de C, os pontos A; e As, tal que
d(C, A1) = d(C, A2) = a. Por esses pontos tracemos cordas per-
pendiculares ao didmetro F1Fy. As quatro extremidades dessas
cordas sdo os vértices de um retangulo M N P() inscrito nesta cir-
cunferéncia. Tracemos as retas r e s que contém as diagonais do
retangulo e a hipérbole, como ilustrada na figura (10.2).

Notacao:
Focos: sio os focos I e Fy.
Distancia focal: ¢ a distancia 2¢ entre os focos.
Centro: ¢é o ponto médio C do segmento FiFb.
Vértice: sao os pontos A e As.

Eixo real ou transverso: é o segmento Ay Ay de comprimento

2a.
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Figura 10.73: Hipérbole com focos F} e Fy.

Eixo imaginario ou nao-transverso: ¢é o segmento BiBs de

comprimento 2b, com B1By 1 A1As em C.
Assintotas: s3o as retasr e s.

Perceba que os pontos Ay e Ay pertencem & hipérbole, pois

satisfazem a defini¢do (10.33).Assim, observe que
d(A1,F1)=c—a e d(A,Fy)=a+c

além de

|d(A1,F1) — d(Al,F2)| = ‘ — 2a| = 2a.

O retangulo M N P(Q tem dimensbes 2a e 2b, sabendo que a é a
medida de semi-eixo real e b a medida do semi-eixo imaginario,
assim, vale a relacao

= a® + b (10.2)

As assintotas sdo as retas de que a hipérbole se aproxima cada
vez mais & medida que os pontos se afastam do vértice. Essa
aproximacao é "continuae "lenta", de forma que a tendéncia da

hipérbole é tangenciar as suas assintotas no infinito.



Vetores e Geometria Analitica: Livro 1

Observando ainda a figura (10.2), percebemos que as retas for-
mam um angulo (#) no ponto C. O angulo 6 é chamado de aber-

tura da hipérbole.

Definicao 10.34. Chama-se de excentricidade da hipérbole o

namero

e= 2. (10.3)

A excentricidade da hipérbole estéa influenciada diretamente na
abertura.
Atentando para a figura (10.2), constatamos temos que ¢ > a

e tem-se e > 1. Porém,

e (mantendo o ¢ fixo) fazendo a quanto menor possivel (aproximando-

se de zero), aumenta o valor de e,

e (mantendo o ¢ fixo) fazendo a o mais proximo possivel de c,

verificamos que e se aproxima de 1, e

e caso e = /2, a hipérbole tera que r L s e sera chamada de

hipérbole equilatera.

Agora que vocé ja teve contato com a primeira parte teodrica
sobre a hipérbole, veja a seguir como ela pode ser aplicada na

pratica.

Exemplo 10.2.1 (UMA APLICAGAO). Imagine a seguinte situa-
cao: um atirador dispara sua arma contra o muro e um observador
ouve o estampido e o impacto da bala no alvo simultanemante.
Qual a localizacdao do observador em relagdo ao muro e ao atira-

dor?

Vamos & solucgao?
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Assim, considere a velocidade do som constante! e a velocidade
da bala? como o dobro da velocidade do som, isto €, se Vsom € Up
sdo as velocidades do som e da bala, entdo vy, = 2vgo,. Sejam t1 0
tempo para a bala percorrer o trajeto do atirador ao muro e to e
t3 os tempos gastos pelo som para percorrer as distancias da e ds

em que:
e (dy) é a distancia do atirador ao muro;
e (dy) ¢ a distancia do observador ao muro;
e (d3) ¢ a distancia do atirador ao observador,

respectivamente.

J._.-\"'IObservador

Sendo assim,

Usom = ?7 VUsom = 7T
2

! A velocidade do som ¢ de aproximadamente 340 m/s ao nivel do mar.
2Existem armas que disparam projéteis a velocidades muitas vezes superi-

ores a do som, chegando a mais de 3000 m/s.
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dy d2 ds
tl = t2 = ) t3 =
Up Usom Usom

Perceba que o tempo gasto pela bala para chegar ao muro (¢1),
acrescido do tempo gasto do momento de impacto & chegada do
som até o observador (t3), deve ser igual ao tempo que o som do

disparo percorre até o observador, ou seja,

ts = t1 + to.
Asgsim,
d d d d d d ds —d d
3:71+2:>3_2:71:>(3 2) _d1
Usom Up Usom Usom Usom Up Usom Up
O que nos da a equacgao
div
d3 _d2 _ 1 som‘
Uy

Note que se fizermos vy = 2050, 0 quociente vp/Vsom = 1/2 € se

colocarmos d; = 2¢, a equacgao anterior fica:
d3 - dg =c¢ = 2a.

Portanto, o observador ouve o impacto da bala no muro e o dis-
paro no mesmo instante de tempo se, e somente se, ele estiver
sobre algum ponto da hipérbole de focos A e B com eixo real de

comprimento 2a = d; /2.

Exercicio 10.2.1. Pense nas hipoteses do exemplo (10.2.1), mas,
desta vez, vamos considerar que a velociadade da bala vy seja arbi-
traria. Diante disso, qual deverd ser a posi¢cdo do observador para
que ele ouca ambos os sons (do impacto da bala no muro e do

disparo simultaneamente)?

[Sugestao: mostre que a excentricidade da hipérbole é
dada por v,/vsom € faga as conclusdes a respeito da po-

sicao do observador.|
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10.3 Equacoes reduzidas

Assim como j& vimos nas duas conicas que estudamos nas dltimas
aulas, a hipérbole também pode ser representada por equacdes
reduzidas. E o que iremos apresentar para vocé a partir de agora.
Seja a hipérbole de centro C' = (0,0). Consideremos os seguin-
tes casos:
(i) o eixo real esta sobre o eixo—uz.
Sendo P = (z,y) um ponto arbitrario da hipérbole de focos

Fy = (—¢,0) e F» = (c,0), pela definicao (10.33), temos
|d(P, F1) — d(P, F3)| = 2a

e em coordenadas

‘\/(3:+c)2—|—(y—0)2—\/(x—c)2+(y—0)2 = 2a, com ¢* = a®+b?

4
.7)2 y2

A equagao (10.1) é chamada de equagao reduzida da hipérbole
para este caso.
(ii) o eixo real esta sobre o eixo—y.
Procedendo de forma anéloga ao caso (i), obtemos a equagao
reduzida (veja a figura (10.3)
Y2 2

i

Exemplo 10.3.1. Na equacdo reduzida
22 2
4

o =1 (10.3)

emquea’?=32=9eb?=22=4.
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Figura 10.74: Os focos F} e F» estdao sobre o eixo—z.

Figura 10.75: Os focos F} e Fs estdo sobre o eixo—y.

e Observe que os vértices sao A; = (—3,0) e Ay = (3,0), que
poderiam ser obtidos a partir de (10.3. Tomando y = 0,

temos que
2
x
— =1=x=43.
9
Por outro lado, veja que tomando z = 0 em (10.3), verifica-
mos que y> = —4, e assim, ndo ha pontos da hipérbole que

corte o eixo—y.

e A hipérbole é simétrica em relacdo aos eixos coordenados e

(161,



(162}

Conicas - Parte II1

& origem, pois as poténcias de x e y sdo pares.

e As retas r e s sao as assintotas da hipérbole, pois ambas
passam pelo centro da hipérbole (neste caso, coincidem com
a origem do sistema). Podemos observar que ambas as retas
tém equacoes na forma y = mx, em que m é o coeficiente de

inclinagdao da reta. Notamos que:

2
1. naretar, mi =—=m; = -;
a 3

2

2. enaretas, mg=——=mg=——.

a 3

. R ~ 2
Logo, as assintotas tém equacoes y = 3 Trey= —3 x.

e Caso a equacao reduzida da hipérbole seja da forma

. . . ~ , ~ a
os coeficientes de inclinagdo das assintotas sdo m = :l:g.

Exemplo 10.3.2. Seja f : RT — R a fungdo definida por f(z) =
1/z. O grafico de f ¢ o conjunto G = {(x,y) € R%x > 0, y =
1/x}. G é um ramo de hipérbole.

Para confirmar esta afirmacao, devemos introduzir no plano
um novo sistema de coordenadas com a mesma origem e com eixos
formando dngulos de 45° com os eixos antigos. Chamamos de (s,t)
as coordenadas de um ponto nesses novos eixos. Para obtermos a
equacao da curva G em relacao aos novos eixos, devemos escrever

x e y dependendo de s e t.

Desta forma, se sabemos que em um tridngulo retangulo os

angulos agudos medem 45°, cada cateto é igual a \/2/2 vezes a
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;
o
; ol A
2
35'1—32
2 2 2 2
Figura 10.76: x = sg — t% ey = s\/?_ + t%

hipotenusa, e assim, um ponto P tem coordenadas (z,y) no sistema

antigo e (s,t) no sistema novo(veja na figura (10.76), entao

R R B Y.
ZIZ’—S2 9 e y—82 9

Além disso, se x > 0 ey > 0, entdo s > 0. Portanto, as seguintes

afirmacgées sao equivalentes:
1. P=(z,y) € G;

2Z.x>0ezxzy=1;

V2 V2N [ V2 V2
3. 0 — —t— —+t— | =1;
s> e<32 5 82 + 5 ;
5?2 12
4 s>0e———=1;
SoNCY Ty T
2 12
5.s>06¥—b—2=1,coma=b=\/§;
6. P pertence ao ramo direito de uma hipérbole cujo eixo é a

retay = x.

Logo, G é um ramo de hipérbole.
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10.4 Translagoes de uma hipérbole

Nesta secao, iremos apresentar a vocé as translacoes de uma hi-
pérbole. Acompanhe o nosso raciocinio e vocé verd que é tao facil
quanto as das demais cénicas que ja estudamos.

Seja uma hipérbole de centro C' = (h, k) # (0,0). Considere-
mos apenas 08 €asos em que o0s eixos sejam paralelos aos eixo—z e
eixo—y.

(i) o eixo real é paralelo ao eixo—ux.

Analogamente ao que fizemos para a elipse na aula anterior,

temos

(I’ ;2h)2 _ (y ng)Q _ 1’ (101)

que é a forma padrao para este caso.

/]

Figura 10.77: ~——— — =1
a

(ii) o eixo real é paralelo ao eixo—y.

Como em (i),

(y—Fk)? (z—h)?
a? b2

=1 (10.2)
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Percebemos que a partir da equagao (10.1), temos que de

(x—h)?* (y—Fk?>

a2 B2 1
"
22 — 2hx + h? y2—2ky+k2_1
a2 o b2 -
Multiplicando ambos os membros por a?b?, temos

b2 (x? — 2hx + h?) — a®(y? — 2ky + k%) = a®b?

I
b2z? — 2hb%x + W% — a®y? + 2ka’y — a®k? = a®b?
4
b a? — a®y? — 2hb%x + 2ka’y + h2b? — a®k? — a®b? =0
Assim, verificamos que
A2? + By* +Cx +Dy+F =0 (10.3)

sendo A = b?, B = —a?, C = —2hb?, D = 2ka® e F = —a’k? —
a’b?. A equacio (10.3) é chamada de equacdo geral da hipér-

bole, com A e B de sinais contrarios.

Exemplo 10.4.1. Determinar uma equacao da hipérbole de vér-
tices A1 = (1,—2) e A2 = (5, —2), sabendo-se que F' = (6,—2) ¢é

um de seus focos.

Sendo o eixo real AyAy paralelo ao eixo—z, a equacao da hi-

pérbole (veja na figura (10.78)) é da forma,

@ WP -
a? 2
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O centro é o ponto médio de A1 As: C = (3,-2).
Note que a = d(C, A1) =2 e c = d(C,F) = 3. Da relacio ¢ =
a’? 4+ b, ou 9 = 4 + b%, temos que b> = 5. E assim, a equacdo da
hipérbole é

(z-3)?% (y+2)?* _

— =1.
4 )

Se a desenvolvermos, obteremos

52% — 4y? — 30z — 16y +9 =0

que é a equacgdo geral dessa hipérbole

)

== =
L
== "
@

Figura 10.78: 522 —4y? — 30z — 16y +9 =0

10.5 Equacoes paramétricas

Agora, vamos as paramétricas. Estd lembrado delas? Vocé as
conheceu quando abordamos a parabola e a elipse nas aulas 8 e 9.

Entao, vamos ver como elas funcionam com a hipérbole.
2 2
x

Considere a hipérbole de equagao — — i 1, e a coloquemos
a

da seguinte forma:
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Agora, observemos que a identidade
sen?6 4 cos?h =1

e dividindo ambos os membros por cos? § # 0, obteremos

sen 26 B
cos2 6 ~ cos?6
ou
sen 0 2 Ti— 1 2
cos 0 ~ \cosfh
0 1
Como ST tgh e = sec 6, temos
os 6 cos

sec?0 —tg20 =1
Portanto, podemos tomar

=secf

S

=tg6

T 37
e concluimos que para 0 < 6§ < 27, exceto para 5 e - temos que

T = asect

(10.1)
y = btg
sdo0 as equacoes parameétricas dessa hipérbole.
m™ T
272
T 3w

direito da hipérbole (z > a) e quando 0 € (2, >

Observacao 15. Quando 0 € ( ), dizemos que é o ramo

) , chamamos

de ramo esquerdo (z < —a).

Observagao 16. No caso em que a hipérbole tem equacao reduzida

y> x® . . _ o
i 1 (eixo real sobre o eixo—y), suas equagoes paramétricas
a
sao
x = btgh
(10.2)
y = asect
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Observagao 17. Nos casos em que o centro da hipérbole for C =

(h, k), aplicando a translagao de eixos, temos
x=h-+asect x =h+btgl
y=k+btgl y=k+asech

Exemplo 10.5.1. A partir da equacio 422 —9y?—36 = 0, podemos

encontrar as equacdes paramétricas da hipérbole.

De 422 — 9y? — 36 = 0, obtemos facilmente que

2 2
@
9 4
e assim, a = 3 e b = 2. Portanto,
x = 3sech
y = 2tg6

sa0 as equacoes paramétricas dessa hipérbole.
Na figura a seguir, apenas sao indicados pontos da tabela para

. T
alguns angulos no intervalo (— )

272
0 Pontos

0 (3,0)

T evzy
—7 | Bv2-2)

g (6,2v/3)
—5 | (6,-2v3)

10.6 Resumo

Nesta aula, estudamos a terceira das conicas apresentadas na Aula

8, a hipérbole. Além de conhecermos a sua defini¢do e suas pro-
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priedades, conhecemos também algumas maneiras de a represen-
tarmos, como a equacao reduzida e a equacao paramétrica da hi-

pérbole.

10.7 Atividades

1. Em cada um dos itens a seguir, esboce o grafico e deter-
mine os vértices, os focos, a excentricidade e as equagoes das

assintotas das hipérboles dadas.

2?2
4 1.
2 2
)
b) &= ——=1;
o LT,
(c) 2% —2y? — 8 = 0;

(d) 32 — 22 =2.

2 2

x
2. Para todo ponto P = (m,n) na hipérbole H : — — '7;—2 =1,
a
m n
mostre que a reta 1 : —T — b—zy = 1 tem apenas o ponto P
a

em comum com H. A reta r chama-se a tangente a H no

ponto P.

3. Nos ftens a seguir, obtenha uma equagao geral da hipérbole

dada por equagoes paramétricas. Esboce o grafico.

xr = 4sech
(a) ;
y = 2tg0
T = 2secl
(b) :
y=4++/3tgh

4. Determine os focos da hipérbole de equaces x = 4 + v/5tg 0
ey=—5+ 2sech.
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10.8 Comentario sobre as Atividades

Se vocé conseguiu resolver as atividades 1 e 2, entao entendeu a
defini¢ao de hipérbole e seus componentes (focos, excentricidade e
outros). Além disso, vocé pode observar como é possivel escrever
a hipérbole na forma de uma equacao reduzida. Ja em 3 e 4, voceé
deve ter usado o conceito de equagdo paramétrica da hipérbole.
Nao se esqueca dos exercicios que se encontram inseridos no texto.

Sédo tao importantes quanto os que estdo nesta lista.
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