Mudanca de Coorde-
nadas no Plano

META
Introduzir o conceito de mudan-
cas de coordenadas no plano e

exemplificé-la.

OBJETIVOS

Efetuar e reconhecer mudancas
de coordenadas no plano, como
rotacdo e translacdo dos eixos,
além de aplicar este contetido
para reconhecer melhor as coni-

cas com base em uma equacgao dada.

PRE-REQUISITO Ter compre-

endido o conceito de produto in-

terno (produto escalar) entre vetores

(Aula 3).
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11.1 Introducao

Nesta aula, conheceremos uma ferramenta importante na manipu-
lacdo de objetos geométricos no plano. Existem situagdes em que é
conveniente e, em algumas delas, necessario passar de um sistema
de eixos ortogonais (por exemplo, 0s eixos—x e eixo—y) para outro
sistema (eixo—z’ e eixo—y’) no plano. Nesses casos, é imprescin-
divel exprimir as coordenadas novas em funcao das coordenadas

antigas (z,y).

11.2 Mudancas de Coordenadas - Rotacao e

Translacao da Origem

Para facilitar nossas “contas”, vamos exprimir as coordenadas de
um ponto em termos do produto interno (ou produto escalar),
aquele mesmo que vocé aprendeu na Aula 3.

DDiante disto, tome i = (1,0) e j= (0,1), que representam os
eixos x e y respectivamente, com O = (0,0) a origem do sistema

de eixos coordenados. Seja o ponto P = (z,y), entéo
=3 - -
OP =zxi+vyj

e perceba que

- = -,

(i) = (j.J)

e ainda

- = - = - =

(OP, 1) = (xi +yj,i)

—_— =

ou seja, |z = (OP,1) | e, analogamente, |y = (O—]>3,j> .
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Figura 11.79: OP = zi + yj.

-,

—
Exercicio 11.2.1. Faga as “contas” para mostrar que y = (OP, j)

Portanto, as coordenadas de um ponto P no plano—xy sao os
. - - =
produtos internos de OP por ¢ e j.

Sejam (2',y') outro sistema de eixos coordenados no plano.
Denotamos por f1 e fo 0s vetores unitarios dos eixos ' e y'. Sejam
(a,b) as coordenadas do ponto O’ no sistema antigo (eixos z e y)
e 0 o angulo de que é preciso girar o eixo—z (no sentido positivo,
ou seja, do eixo—x para o eixo—y) para coincidir com o eixo—z’.

Veja na figura (211.2). Entéo, 6 é o angulo de i para fi. Assim,

Figura 11.81: Novo sistema
Figura 11.80: 0 é o angulo en- de coordenadas nos eixos z’ e

tre i e fi. Y.
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f_i = cos 0i + sen 0.

— - S
Note ainda que OO’ = ai + by, isto &, para o novo sistema de

coordenadas,
- —_— - — -
OP=0P—-00"=(x—a)i+(y—>)j

Entao,

-,

. . . .
= (O'P,f1) ={(x—a)i+ (y—0b)j,cosbi+senbj)
= (x —a)cosf + (y — b)send

Assim,

' = (x—a)cosl + (y — b)send ‘ Lembre-se de que esta-

|

Figura 11.82: P = (2/,%') nas novas coordenadas.

mos considerando € o dngulo entre os vetores ie ﬁ e 180°+0 o
angulo entre j e fé

ATENCAO -
Vamos denotar o sistema de eixos coordenados xy por OXY e o

sistema de eixos coordenados x'y’ por O'X'Y".

Agora, veja que para a coordenada 3’ temos duas possibilida-

des.
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1. O sistema com eixos O'X'Y” se obtém do sistema de eixos
OXY pela translagdo que leva O em O’ (e desloca os eixos
e y paralelamente), seguida de uma rotacao de dngulo 6. Diz-
se, entao, que os sistemas O'X'Y’ e OXY sao igualmente

orientados ou tém a mesma orientacao.

2. Obtém-se O'X'Y" a partir de OXY por meio da translagao
que leva O em O’, seguida da rotagao de angulo 6 e, depois,
de uma reflexao em torno do eixo z’. Entéo os sistemas OXY

e O'X'Y’ tém orientagoes opostas.

\j

Figura 11.83: ﬁ 1 fi e o angulo de fpara fz pode ser 6 ou 180°+46.

Observagio 18. Se O'X'Y’ tém a mesma orientagao que OXY,
entao o vetor ]?2 é obtido de ]?1 por uma rotacao de 90° no sentido
positivo (anti-horsrio). Como as coordenadas de fi no sistema

OXY sdo (cosf,send), as de fo sdo (—sen, cos ).

e Portanto,

f_é — —senfi + cos Ovj.

e E no caso de o sistema O’'X'Y” ter orientagdo oposta a de
OXY, entao

fé = sen 0 — cos 9;’.
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Com as informagoes da observacdo anterior, constatamos que:

e no caso em que ambos os sitemas tém a mesma orientacao,
7 - - - -
y' = (OP.fa) = ((&—a)i+(y—b)j, —sen i + cos )
= —(x —a)sen® + (y — b) cos
e mas se ambos o0s sistemas tém orientacoes opostas,

/

y = (z —a)senf — (y — b) cos b

Portanto, as férmulas de mudanca de coordenadas sdo:

' = (x —a)cosf + (y — b)sen b (1L1)

/

y' = —(z —a)senf + (y — b) cos 6
ou

' = (x —a)cosl + (y — b)send (11.2)

/

y' = (x —a)sen® — (y — b) cos @
se 0 novo sistema O'X'Y” tiver a mesma orientagdo do sistema

OXY ou nao.

Exemplo 11.2.1. Seja P um ponto no plano com coordenadas
(1,1) no sistema OXY. Vamos verificar o que ocorre com as co-
ordenadas de P se fizermos uma mudanca nos eixos coordenados
girando @ = 45°. Deste modo, as novas coordenadas devem ser

dadas por (11.1):

' = (z — 0) cos45° + (y — 0)sen 45°
(@-0) (v-0) "
y' = —(z — 0)sen45° + (y — 0) cos 45°
Note que nas equacoes (11.3)consideramos 6 = 45° e que a nova

origem O" = (0,0) coincide com a anterior, pois apenas fizemos

uma rotacao dos eixos. Entao,

' = (x — 0) cos 45° + (y — 0)sen 45° o= + 5 Y
=
y' = —(z — 0)sen45° + (y — 0) cos 45° y/:_\f$+\fy
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portanto, se para P = (1,1) no sistema OXY, no novo sistema

temos
2 2
SBh s
=

Logo, as coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas ro-
tacionado de 45°, O'X'Y’, sdo dadas por (v/2,0). E no caso do
ponto @ = (v/2, —2v/2) no sistema de coordenadas OXY, no novo
sistema fica (—1, —3). Veja a figura (11.2).

Figura 11.84: Os pontos P e @ estdo representados em ambos os

sistemas coordenados.

11.3 Obtendo as coordenadas antigas em fun-

cao das novas

Note que as equagOes para obtermos (z/,y’), dependendo de =z,
y e do angulo 6, podem ser invertidas, e assim, vocé consegue

obter formulas que para (z,y) dependem de 2/, ¥/ e do angulo 6.
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Multiplicando a primeira equagao em (11.1) por sen#f, a segunda

equacao em (11.1) por cosf, e sem esquecer que
sen 20 + cos? 0 = 1,
temos que
2'sen® = (x — a)sen @ cos 6 + (y — b)sen %0

2’ cos® = —(z — a)senf cos @ + (y — b) cos> 6

e somando as equagcoes, obtemos

2'sen + 1y cosf@ =y —b

e assim, |y = x’sen + ' cos 6 + b ‘ Multiplicando a primeira equa-

¢ao em (11.1) por cos @ e a segunda equagao em (11.1) por (—sen6),

analogamente ao que fizemos para a expressao anterior, podemos

obter ’:E =1x'cosf —y'send + a ‘ Procedendo da mesma forma,

podemos inverter o sistema (11.2) e obter as equagoes:

x=2a"cosh —y'senf +a
Y (11.1)

y=x'send + 3y cos + b

x=1x'cosh +y'senf +a
(11.2)

y = x'senf — 3y cosh + b
Com as equagoes dadas em (11.1 e 11.2) podemos obter de volta
as coordenadas (x,y) do ponto P, no sistema OXY, em funcao das
coordenadas (2',y") do sistema O’ X'Y’. Como antes salientamos,
usamos o primeiro par de equagdes em (11.1) quando os sistemas
tém a mesma orientacio, enquanto o segundo par de equacdes em

(11.2) é utilizado quando os sistemas tém orientagbes opostas.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 11.3.1. Considere a curva de equacio z2+4y? = 4, que

2 2
vocé pode transformar em — + v 1, bastando apenas dividir

4 1
a equacdo 22 + 4y? = 4 por 4, o que nos permite verificar que
a expressao representa uma elipse. Procedendo como no exemplo
(11.2.1), vejamos o que ocorre com essa equacao ao se efetuar a
mudanga da rotagao dos eixos de 45°. As novas coordenadas x’ e 3/

de um ponto do plano sao obtidas a partir das antigas coordenadas

x e y pelas expressoes

V2
x = 2’ cos 45° — y'sen 45° + 0 =l -
y = x’sen45° 4y cos 45° + 0 /_Q

Substituindo na equacao da elipse, percebemos que

(6 () -

2 2
U
:L;z + y; — 'y + 22" + 42y + 2% =4
J
53:2,24—52/24-3:1:@':4

Observe que a equacao se torna mais complexa do que antes, difi-
cultando o seu reconhecimento. E assim, nao é mais evidente que

a equacdo anterior representa uma elipse.

Apesar do exemplo (11.2.1), vocé deve ter percebido que a mu-
danca de coordenadas tornou tornado a equacdo da elipse mais
complicada, em geral, uma das utilizagoes dessas mudancas se faz
no sentido de facilitar o reconhecimento de equacoes, neste caso,

da elipse.
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\/ X'

v
A :

Figura 11.85: 22 + 4y?> = 4 em um sistema de coordenadas e

5$/2 N 5y/2
2 2

+ 3z'y’ = 4 no outro.

Exemplo 11.3.2. Seja E o conjunto dos pontos P = (x,y) tal

que 22 — zy + y? = 1. Fazendo uma rotacio positiva de 45° sobre

o sistema de eixos OXY, constituimos novas coordenadas x’ e v/,
tal que
V2 V2

el O _ Ve /
x—Q(l‘ y) e y 2(w+y)

E substituindo na equacao anterior, temos

2
a? -y +y* = (?(w’—y’)> —(?
2
(“f( '+y'>> + (“f( '+y'>>

4

1 3
2 _ 2 _ 202 2 2
T Ty +y 2m +2y

2

e assim, o conjunto E, representado pela equacio z? —xy+y? = 1,

poderd ser representado nas novas coordenadas por

Isso nos mostra que o conjunto F é uma elipse cujo eixo maior esta

sobre o eixo—1’, ou seja, a reta x = .
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Figura 11.86: 22 — 2y + y?> = 1 em um sistema coordenadas e

Z,/2 3 12
% By
2 2

= 1 no outro.

11.4 Resumo

Nesta aula, vocé conheceu as mudancas de coordenadas no plano
e verificou que efetuando rotagoes ou translagoes (ou ambas) dos
eixos coordenados podemos melhor reconhecer uma cénica ou, sim-

plesmente, facilitar a representacao de uma equacao.

11.5 Atividades

1. Uma mudanga de eixos no plano manteve a origem fixa, en-
quanto as coordenadas dos pontos (1,0) e (0,1) passaram a

ser (a,b) e (c,d), respectivamente.

(a) Quais sao as novas coordenadas do ponto (2,3)7?

(b) Caso (a,b) = (1,1) e (¢,d) = (—1,1), quais seriam as

novas coordenadas do ponto (0,2)?

2. Determine a translacao de eixos que elimina os termos = e y
na equacio 92 + 4y? + 18z + 24y — 26 = 0 e permite, assim,

reconhecer a curva que ela representa.
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3. Efetue uma rotacao de —60° no eixos OX e OY e identifique
a curva 31z2 + 21y? + 10v/3zy = 144.

4. Se A = (a,b) e C = (¢, d), sabemos que a expressao ac + bd
permanece invariante (ou seja, inalterada) por mudanca de
coordenadas, pois € o produto interno (@, ¥) = |u]-|7] COS(A@C),

. — N — .
em que @ = OA e ¥ = OC. Mostre diretamente que se
A= (d,V) e C =(d,d) num novo sistema de coordenadas,

entdo a'c + b'd = ac + bd.
5. Num sistema de coordenadas em que se tem F; = ( —_— ==

3v3 3
e Fy = (;[, 2), determine a equacao da elipse que tem

esses pontos como focos e cujo eixo menor tem comprimento

6.

6. Qual é a equacdo da pardbola cujo foco é o ponto F' = (1,2)

e cuja diretriz é a reta x + 2y = —57

11.6 Comentario das atividades

Comentarios : Conseguiu resolver as atividades 1,3 e 57 Entao
vocé entendeu como funciona a mudanca de coordenadas no plano
rotacionando os eixos coordenados. Se conseguiu fazer a atividade
2, percebeu como funcionam as mudancas de coordenadas usando
translagoes. Na questdo 4, vocé deve ter combinado ambas as
mudancas, rotacao e translacao para resolvé-la. Ainda nesta ativi-
dade, vocé podde perceber mais uma das propriedades dos vetores
mediante uma mudanca de coordenadas.

Se ainda tiver dificuldades, volte e reveja com cuidado os con-
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ceitos apresentados na aula. Nao esqueca que ha tutores para

ajudar a eliminar as suas ddvidas. Desde j4, lembre-se de discutir

os conteddos com seus colegas.
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