Transformacoes Line-
ares

META
Explorar e ilustrar algumas trans-
formacSes de R? em R?, bem como

as transformagoes lineares.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera
ser capaz de identificar e utilizar
as transformagoes do plano sobre o

plano.

PRE-REQUISITOS
Ter compreendido as mudancas de

coordenadas, além do conceito de

elipse (aulas 9 e 11).




Toda funcéo tal que

f: R — R
x f(z)=a

com a um namero real
constante, é conside-

rada uma FUNGAO LI-
NEAR.
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14.1 Introducao

Ol4 caro aluno! Nesta aula iremos conhecer o conceito de transfor-
magcao linear e alguns exemplos sobre ela para nos familiarizarmos
com este tipo especial de funcdo. Nesses exemplos, além de co-
nhecermos algumas transformagoes classicas como a translagio,
homotetia, rotagdo e projecdao, aprenderemos que essas transfor-
macoes podem ser representadas de forma matricial. Também ob-
servaremos uma aplicacao desse contetido, em que a imagem de
uma transformacao linear sobre os vetores de uma circunferéncia
unitaria serd uma elipse.

Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 14.1.1. Se de um quilograma de soja sao extraidos 0, 2
litros de 6leo, de uma produgdo de x kg de soja seriam extraidos

0,2z litros de dleo. Escrevendo na linguagem de fungoes, teremos
O(s) =0, 2s,

com O = quantidade de 6leo de soja em litros e s = quan-
tidade em kg de soja, que podemos representar graficamente

como na figura a seguir.

A fungao O(s) é uma fungao linear As funcoes lineares descre-
vem o tipo mais simples de dependéncia entre varidveis e muitos
problemas podem ser representados por tais fungoes.

Neste exemplo simples, vamos analisar duas caracteristicas im-

portantes:

1. Para calcular a producao de éleo fornecida por (s1 + s2)kg
de soja, podemos tanto multiplicar (s; + s2) por 0,2 como

calcular as producoes de 6leo de cada uma das quantidades
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(0,2)s

Figura 14.97: O(s) = 0,2s, com s < 0.
S1 e 8o e somé-las, isto é,

0(81+82) = 0,2'(81+82) =0,2-51+0,2-50 = O(Sl)+0($2).

2. Se a quantidade de soja for multiplicada por um fator k, a
producao de 6leo serd multiplicada por esse mesmo fator, isto
é,

O(As) =0,2-(As) = A(0,2-5) = AO(s).

Estas duas propriedades, que, neste caso, sdo de facil observacgao,
servirdo para caracterizar o que denominaremos transformacao
linear. Uma transformacao é sindénimo de funcgao.

Mas, primeiramente, vamos conhecer a definicao de transfor-

macao.

14.2 Transformacgoes no plano

Defini¢ao 14.39. Uma transformacao T : R? — R? faz corres-
ponder a cada vetor ¥ = (z,y) € R? um vetor T(¥) = T(z, y) € R,

chamado a imagem (ou o transformado) de ¥ por 7.
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As coordenadas de T'(¥) sdo numeros que dependem das coor-

denadas z, y de U, portanto,

T(0) =T(z,y) = (f(2,9),9(z,y)),

isto ¢, dar uma transformacao T : R? — R? é o mesmo que dar as

funcées f, g : R> — R, chamadas funcoes-coordenadas de T

Exemplo 14.2.1. A transformagao

T: R2 — R?
7 — T(@=0-7=0.

Para todo vetor ¥ € R?, a transformacéo leva no vetor nulo 0.

) € uma funcido entre dois vetores(espagos vetoriais) que pre-

serva as operacoes de adicao vetorial e multiplicacao escalar

Exemplo 14.2.2 (TRANSFORMAGAO IDENTIDADE). A transfor-
macao

Id: R? — R?

v — Id@) =7

A cada vetor ¥ € R? a transformacao leva no préprio vetor Id(v) =
.
Exemplo 14.2.3. Dado o vetor w = (a, b), a translacio Tz : R? —
R?, definida por

Tg(x,y) = (x +a,y + )

para todo vetor 7 = (x,y) € R?, é uma transformacio de R?. Em
particular, se @i = (1,2), a transformagao sera dada por Tz(z,y) =
(r + 1,y + 2). Note que as funcoes coordenadas sao dadas por
flz,y) = x+aeg(x,y) = y+0b Atente para a figura apoés o

exemplo a seguir.
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Figura 14.98: T;3(0) = (z + 1,y + 2).

Exemplo 14.2.4. As fung¢bes-coordenadas de uma transformagao
podem ser tomadas arbitrariamente. Por exemplo, se tomarmos
f,g : R2 — R com f(z,y) = xy? e g(x,y) = cos(zy), entdo
teremos a transformacdo T : R? — R2?, definida por T(z,y) =
(zy?, cos(zy)).

Nossa intensao é estudar exemplos de transformagoes com funcoes-

coordenadas mas simples que as do exemplo anterior.

Exemplo 14.2.5 (EXPANSAO (OU CONTRAGAO) UNIFORME). As

transformacdes do tipo:

T: R2 — R? e AeRt

Por exemplo,
T: R2 — R2
(z,y) = T(x,y)=2(z,y)

Esta transformacao leva cada vetor do plano num vetor de mesma

direcdo e sentido de ¥, mas de modulo maior. Caso tivéssemos
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A =1/3 em vez de A = 2, o médulo do vetor seria menor que o de
¥, porém com mesmos sentido e direcao. Na verdade, neste caso,

quando temos as seguintes possibilidades:

1. A > 1 é uma expansao(isto é, T'(¥) tem médulo maior que

v);
2. A =1 ¢ transformacao de identidade(ou seja, T' = Id);

3. A <1 éuma contragao(isto &, T'(¥) tem modulo menor que

7).

Exemplo 14.2.6 (ROTAGAO EM TORNO DA ORIGEM.). Fixando
um angulo 6, a rotacio R = Ry : R? — R? faz corresponder a cada
U = (z,y) o vetor R(¥) = (2/,y'), de mesmo comprimento que ¥,
tal que o angulo de ¢ para R(?) é 6 (no sentido anti-horario). Note

que na figura (14.99), o vetor ¥ tem coordenadas
r=rcosa e y=rsenq,
com r = |¥], as coordenadas do vetor R(¥) sejam
' =rcos(a+6) e y =rsen(a+6).
Usando as relagoes ja conhecidas
cos(a+ 0) = cosacosf —senasenf e

sen (o + 0) = sen v cos f + cos awsen 6,

e substituindo-as em R(¥), obtemos

' =r(cosacosf — sena sen )

y' =r(senacosf + cosa senf)
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Y

Figura 14.99: R(¥) = Ry(¥) & o vetor ¥ rotacionado num angulo

6.

' = (rcosa) cosf— (rsenca) senf
——— ——
€z Y
=
y' = (rcosa) senf+ (rsena) cosf
——— ——
€T Y

E assim, Ryg(v) = (rcosf — ysenb,rsend + ycosh). Podemos

ainda colocar numa forma matricial,

. xcost —ysend cos) —senf) [z
Re(’l}) = =
xsen 0 + ycos 6 senf) cos6 Y

T
No caso particular em que 6 = 5 cosf =0 esenf = 1. Entéo, se
U= (z,9),

Ro(@) = Bo) = | © T (7] = Ro(@) = (—u ).
1 0 Y

Acreditamos que vocé tenha percebido, no Exemplo (14.2.6),
que as coordenadas do vetor Ry(¥) sdo dadas em termos das coor-

denadas de ¥. E, por isso, esteja questionando a possibilidade de




Toda fungdo f : R —
R, tal que f(—z) =
f(x), Yz € R, é con-
siderada par, e se
f(=z) = —f(z), a fun-

Ggao é considerada im-

par.
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Y

Figura 14.100: Com ¢ = (z,y) e § = 7/2 = Ry(z,y) = (—y,x).

fazer o contrario, ou seja, escrever as coordenadas do vetor ¥ em
termos das coordenadas de Rg(?).

A resposta para o seu questionamento é sim! Pois basta aplicar-
mos uma rotagao (neste caso, fazemos uma rotacao de —6 e, desta
forma, cos(—#) = cos(f) , pelo fato de o cosseno ser uma fungao
par e sen (—0) = —sen (#) , pois o seno é uma fun¢ao impar) de

—6 em Ry(7) e retornamos ao vetor ¥, da seguinte forma:

x = 1a'cosf + y senf

y=—a'sen + 1y cosf

ATENCAO: | Devemos notar a analogia e, ao mesmo

tempo, a diferenca entre as equacoes anteriores e aquelas es-
tudadas na Aula 11 (Mudanca de Coordenadas no Plano).
Neste caso, estamos mantendo fixos os eixos e girando os
vetores, enquanto nas equacoes daquela aula os vetores fi-
cavam fixos e os eixos se moviam. Na Aula 11, as equacoes
exprimiam as novas coordenadas de um mesmo vetor em

funcao da antigas; nesta aula, elas exprimem as coordena-

das do vetor Ry(7) em termos das coordenadas de v.
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Exemplo 14.2.7. (PROJEGAO ORTOGONAL SOBRE UMA RETA

QUE CONTEM A ORIGEM.) Seja r a reta em R? dada pela equacio

y = ax. A projecio ortogonal sobre r é a transformacio P : R? —
R? que faz corresponder a todo ¥ = (,y) o vetor P(%) = (2/,y),
cuja extremidade é o pé da perpendicular baixada de ¥ sobre a
reta r. Entdo temos ¢y = az’. Para obtermos as coordenadas de
P(7) em fungao das coordenadas de ¥, iremos observar o Teorema

de Pitagoras aplicado ao tridngulo OAB na figura a seguir. Note

que
A
v
- y=ax
- v-P(W) "
1 P
1P Ly P(V)
Figura 14.101: |7]? = |P(?)|? + |7 — P(7)|?
7= (z,y) = |0 =2+
P(0) = (2, az’) = |P@)]? = (2)* + (az')?

T—P@) = (x—a'yy—az') = |0—PO)?=(z—2)2+ (y—ar)?

O que resulta em

22+ y? = (@) 4 (')’ + (z — o) + (y — az')?

(1+a))2’ =z +ay
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E assim podemos reescrever as fungdes-coordenadas de P(¥) =

(',y") como

o ! T+ @
T1xa T 1xa2?
¢ T+ a’

Y= 1ra" T 152

Observagio 23. Note que se W = (2, ax’), existem infinitos vetores
U = (z,y) tal que P(¥) = w. (A saber, todos os vetores que tém
extremidades em A e em qualquer outro ponto perpendicular & reta

r e passando por B. Veja na figura (14.102).) Com isso, dizemos

A

Y

Figura 14.102: # =B — A

que R é uma transformacao invertivel, mas P nao é.

14.3 Transformacoes lineares

Definigao 14.40. (TRANSFORMAGOES LINARES) Uma transfor-
macdo T : R? — R? ¢ chamada LINEAR quando ha niimeros a, b, ¢
e d tal que

T(xz,y) = (ax + by, cx + dy) (14.1)

para qualquer vetor v = (z,y) € R2.
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As transformagoes de identidade (Id do exemplo 14.2.2) e nula
(no exemplo 14.2.1) sao linares, enquanto a proje¢ao (no exemplo

14.2.7) e a translac@o (exemplo 14.2.3) ndo sdo lineares.

Perceba que em toda transformagao linear na forma (14.1) tem-
se 7(0,0) = (0,0). O que ndo ocorre com a translagdo (exemplo

14.2.3), pois Tig(z,y) = (04 a,0 + b) # (0,0).

Definicao 14.41. A tabela

chama-se a matriz da transformacio linear 7. Os vetores-coluna
(a,c) e (b,d) dessa matriz sdo os transformados por T dos vetores
i = (1,0) e j = (0,1) da base canénica, isto ¢, T'(7) = (a,c) e
7(j) = (b,d).

A definicdo dada nesta aula de transformacao linear é equiva-

lente & afirmacao seguinte.

Afirmacdo - Se T : R? — R? & uma transformacio linear,

entdo, dados arbitrariamente @, 7 € R? e o € R, tem-se

TW+70)=T@W)+T(@W) e T(at)=aT(Q). (14.2)
a b

De fato, seja a matriz de T dada por . Sed = (x1,11) e
c d

U = (x2,y2), temos entao que i + ¥ = (x1 + x2,y1 + y2) € ol =

223
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(w1, yy), e assim

T(u+7)= (a(zy+22)+b(y1 +y2),c(x1 + x2) +d(y1 + 32))
(azx1 + axg + byr + bya, cx1 + cxo + dy1 + dyo)
(az1 + byr, cx1 + dyr) + (axa + bya, cxa + dy2)

T(a) + T'(v)

T(at) = (a(ax1) + blayr), c(ow) + d(oyr))
alazy + byr, cx1 + dy1)
o (@)

E ainda, reciprocamente, se T : R?> — R? é uma transformacio
que satisfaz as condigoes (14.2), entao 7" ¢é linear.  De fato, sejam
T@) = (a,c) e T(;) = (b,d) , entao, dado um vetor ¥ = zi + 7,
temos que

-,

T(@) = T(xi+yj) = T(xi) + T(yj) = 2T(@) + yT(j)
z(a,c) +y(b,d) = (ax,cy) + (bx, dy)
(azx + by, cx + dy)
Isso conclui a demonstracao da afirmacdo e sua reciproca.

Note que, apesar de termos visto até agora exemplos de trans-
formacSes de R? em R?, é possivel encontrarmos exemplos de trans-
formacdes lineares de R em R. E o caso do Exemplo (14.1.1), que
¢ uma func¢ao do tipo f : R — R definida por f(z) = az (chamada
de fungao linear), com a um nimero real nao nulo e que obedece

as duas propriedades dadas nas equacoes (14.2).

Definicao 14.42. Dizemos que a matriz M tem posto nulo

quando M for a matriz nula, isto é,

M:
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O posto de uma matriz M é igual a 1 quando M nao é nula e
seus vetores-coluna sdo colineares, ou seja, um deles ¢ multiplo do
outro. E quando os vetores-coluna de M sdo ndo-colineares, ou

seja, quando ad — bc # 0, dizemos que M tem posto 2.

Em outras palavras:

M com posto 1 — isto quer dizer que ad — bec =0 (e M nao é

a matriz nula);

M com posto 2 — isto significa que ab — be # 0.

1 -1
Exemplo 14.3.1. A matriz M; = tem posto 1 en-
3 =3
) 1 -1
quanto a matriz My = tem posto 2.
3 2

Afirmacdo 1 - Se a matriz M da transformacio linear 7' : R? —
R? tem posto zero, entdo T ¢ a transformacao nula, ou seja, trans-

forma todo vetor ¥ € R? no vetor nulo.

Exercicio 14.3.1. Mostre que a afirmacao anterior é verdadeira

usando a defini¢ao (14.41).

Afirmagao 2 - Se a matriz M tem posto 1, entdo os vetores

transformados T'(¥) de ¢ € R? formam uma reta.

Exercicio 14.3.2. Considere que os vetores-coluna de uma ma-
triz de posto 1 sao miltiplos um do outro para mostrar que a

afirmacao anterior é verdadeira.

Afirmacao 3 - Se a matriz M tem posto 2, entdo as imagens T'(V)
dos vetores ¥ € R? preenchem todo o plano R%2.  De fato, dizer

que M tem posto 2 é afirmar que ad —bc # 0. E, desse modo, para

Ou seja, se a ma-
triz for dada por

a b ~
M = (c d)’ entao

0s vetores-colunas sao
(a,c) e (b,d), assim,

para que (a,c) e (b,d)
sejam multiplos existe
um ndmero real «, tal
que (a,c¢) = a(b,d) =
a=abec=ad.
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Lembre-se do que fize-
mos na Aula 12.
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qualquer @ = (m,n), o sistema de equagoes

ar+by =m
cx+dy =n

tem uma, e somente uma solu¢ao v = (x,y), pois essas duas equa-

¢Oes representam retas que tém um tnico ponto de intersecao.
Vamos ao enunciado de um teorema relevante para que pos-

samos consequentemente afirmar que uma transformacao linear

transforma circunferéncias em elipses.

Teorema 14.2. Para toda transformacdo linear T : R? — R2,
existem wvetores unitdrios ortogonais U,V que sdo transformados

por T em vetores ortogonais T'(u), T (7).

Demonstragio. Sejam i = (1,0) e j = (0,1) os vetores da base
(

-

canonica de R2. Tomamos A = |T'(i)]?, B = (T(i),T(j)) e C =

-,

|T'(7)|?, e vamos introduzir a forma quadratica ¢ : R? — R com

o(z,y) = Ax? + 2Bxy + Cy2

—

e considerando o fato de 7' ser linear, para todo W = (x,y) =

zi +yj € R? temos que o(z,y) = |T(@)% Seja @ = (a,b) um
autovetor unitario da forma quadratica ¢. Isso significa que para

um certo A\; € R (autovalor de ¢), tem-se

Aa+ Bb = \a
Ba+Cb = )\1[)

Seja ¥ = (—b,a), obtido de ¥ por uma rotacao de 90°, assim,

(T'(@), T(¥)) =0, pois

(@ + 0 =T @)+ |T(@) +2(T(a), T(v)) (14.3)
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3
2(T(a@),T(0)) = |T(@+7)]> - |T(@)]* - |T (D)
Como i+ 7= (a — b,b+ a), temos que

|T (@ +7)> =¢(a—0bb+a)
= A(a —b)?+2B(a —b)(b+a) + C(b+ a)?
IT(@)]? = Aa® + 2b(ab) + Cb?
IT(¥)]> = A(=b)? + 2B(-ba) + Ca?

E agora, substituindo na equacao (14.3),

(T(%), T(7)) = Cab+ Ba® — (Aab + Bb?)
= a(Cb+ Ba) — b(Aa + Bb)
=a-)\1b—b~)\1a=0

O que completa a demonstragdo do teorema. O

Teorema 14.3. Toda transformacdo linear invertivel T : R? — R?
transforma a circunferéncia unitiria S*' = {(z,y) € R%; 2% +y? =

1} numa elipse.

Demonstragao. Sejam @ e U vetores unitarios, tal que (@,v) = 0
e (T(@),T(7)) = 0. Como T é invertivel, tem-se que T'(@) # 0 e

T (V) # 0. Todo vetor unitario W se escreve como W = zi + Yy,

em que 22 + y? = 1. Sua imagem por T ¢ T(w) = 2T (%) + yT'(7).
Se adotarmos um sistema de coordenadas com origem O = (0,0),
(@) | T()
T(@)] -~ [T(v)]
de T'(wW) nesse sistema serdo s = z - |T'(d)| e t = y - |T(¥)|. Temos

cujos vetores unitérios dos eixos sao , as coordenada

entao que
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E assim, os vetores do plano @ pertencentes & circunferéncia S* sao
levados por T' nos vetores do plano T'(w) pertencentes & elipse no
novo sistema de coordenadas (veja a figura (14.103)), com equacao

52 t2

T@P T T@E = -

Figura 14.103: w € S' e T () estdo na elipse.

Observagao 24. Segue do teorema (14.3) que uma transformagao
linear invertivel T : R? — R? leva qualquer circunferéncia v a uma

elipse.

De fato, se y tiver centro na origem e raio r, sua imagem pela
transformacao T pode ser obtida mediante uma sequéncia de trés

transformacGes:

1°) homotetia (veja a atividade (5)) de razao 1/r, que leva v em
S1 (ou seja, transforma uma circunferéncia de raio qualquer

em uma circunferéncia de raio 1);
2°) T, que leva S! a uma elipse;

3°) uma homotetia de razdo r, que transforma essa elipse em

outra com eixos r vezes oS anteriores.

(228,
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E se v é uma circunferéncia de raio r e centro w, usamos a
igualdade
T(¥) = T(V — W) + T'(w)
para perceber que a imagem de « pela transformacao T pode ser
obtida pela translagao da elipse do caso anterior pelo vetor T'(w).

Exemplo 14.3.2. A transformacio linear T : R? — R? dada por
T(z,y) = (x + 2y, 2x +y). Vamos responder as perguntas que vao

surgir, pois esta sequéncia serve de sugestao para a atividade (6).
[A matriz da transformacao é invertivel 7|

E invertivel pois a matriz da transformacao constituida pelos vetores-
coluna (1,2) e (2,1) ¢ linearmente independente (ou seja, um nao

¢ mualtiplo do outro). Além disso, a matriz
2
M = = detM=1-1-2-2=-3#0.
Deste modo, pelo teorema (14.3), T transforma a circunferéncia
unitaria 2 + y? = 1 na elipse E = {T(?); |v] = 1}.
[Qual sera o eixo maior da elipse E 7|

O eixo maior de F é o segmento de reta que liga os seus dois
pontos T'(¥) e —T'(¥1), mais afastados da origem. Para encontrar

1, vamos considerar a forma quadratica

o(x,y) = |T(z,y)]> = (x +2y)* + 2z + y)* = 5z* + 8xy + 5¢°

5 4

cuja matriz é . E para determinar os autovalores, devemos

4 5
encontrar as raizes de A2 — 10\ 4+9 =0, quesio A\ =9 e Ag = 1,

229
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cujos autovetores associados ao maior autovalor é a solugao do
sistema

S5r+4y= 9.z —dz+4y= 0
=
dx+5y= 9-y de —4y = 0

E assim, o autovetor é da forma ¢ = (z, ), tomando (aproxima-

damente) x = 0.71 = ¥ = (0.71,0.71). A imagem sera
T(#) = T(0.71,0.71) = (0.7142-(0.71), 2-(0.71)+0.71) = (2.13,2.13)
U
T(7)) = (2.13,2.13),

0 que nos permite verificar automaticamente que T'(—07) = (—1) -
(2.13,2.13). Portanto, a circunferéncia unitaria (S') é transfor-

mada por T na elipse F, cujo eixo maior é o segmento que liga
T(th) = (2.13,2.13) e T(—t) = (—2.13,-2.13).

Seguindo os mesmos passos para encontrar o maior eixo, podemos

encontrar o eixo menor, que é o segmento que liga

com o, 0 autovetor associado ao autovalor As = 1.

v l )
o "
U = (0.71,0.71) e T(Ul) = (2.13,2.13) e
=
¥y = (—0.71,0.71) T (%) = (0.71,—0.71)

(230,
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14.4 Resumo

Nesta aula, conhecemos a definicdo de transformagdo no plano e
também de um tipo de transformcao linear, além de algumas trans-
formacoes classicas como a translacdo, homotetia, rotagao e pro-
jecdo. Aprendemos que toda transformacdo pode ser representada
de forma matricial. Percebemos que se a matriz da transformacao
linear for invertivel, entdo a transformacao também o sera. E, por
fim, aplicamos uma transformacao linear sobre os vetores de uma

circunferéncia unitaria cuja imagem serd uma elipse.

14.5 Atividades

1. Determine qual das transformacoes T : R? — R? a seguir é

linear.

(a) T('T7y) = (_yvx + 1);
(b) T(z,y) = (x — y, 22 + 2y);

(¢) T(z,y) = (lz —yl, |z +yl).
2. Seja T : R? — R? uma funcdo. Mostre que:

(a) se T é uma transformacio linear, entdo T(0) = 0;

(b) se T(0) # 0, entdo T nio é uma transformacio linear.

3. Seja T : R? — R? a transformacdo linear dada por T'(z,y) =
(4z + 6y, 62 + 9y). Mostre que todos os pontos da reta 2x +
3y = 1 sdo transformacdes por T no mesmo ponto de R2.

Qual é esse ponto?
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4. Seja R : R? — R? uma rotacdo em torno da origem. Use as
equacoes que dao as coordenadas de R(¥)) para mostrar que

— —

(R(w0), R(¥)) = (i, V) e |R(T)| = || para quaisquer @, 7 € R?.

5. [HoMOTETIA] Dado um ntmero § # 0, a transformacao

linear H : R? — R?, definida por H(z,y) = (8z, By) (ou na

0
notacao vetorial, H(?) = 7)) , tem matriz que tem

0 3

posto 2, ou seja, é invertivel. Esta transformacao é chamada
de homotetia de centro O = (0,0) e razdo 5. Mostre que:
(a) [H(u@) — H(v)| = |Bl[a — ];
(b) H transforma a circunferéncia de centro ¥ e raio r na

circunferéncia de centro H(¥) e raio |G| - r.

6. Determine os eixos da elipse que é a imagem da circunferéncia

unitaria por cada uma das transformagoes lineares a seguir:

(a) T(.T),y) = (:I) —y,2z + 2y);

(b) T(z,y) = (x + 2y, 3x + 2y).

7. Seja T : R? — R?, tal que a matriz da transformacio é dada

por . Ache os vetores 4, ¥, tal que

8. No plano, uma rotacao anti-horaria de 45° é seguida por
uma dilatacio de v2. Ache a aplicacio A que representa

esta transformacao do plano.
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9. Sabemos que T : R? — R2, definida por T(z,y) = (azx +
by, cx+dy), tem posto 1 quando a, b, ¢, d ndo sdo todos iguais

a zero e existe algum k € R, tal que b = ka e d = ke, ou

a ka
seja, sua matriz ndo é nula e tem a forma . Seja

c kc
T : R? — R? uma transformacdo linear de posto 1.
(a) Prove que existe algum @ # 0 tal que T'(7) = 0.
(b) Prove que se o vetor @ € R? ¢ linearmente independente
de ¥ do item anterior (ou seja, 4 # « - U, qualquer que
seja o € R nao nulo), entao T(@) # 0.

(c) Prove que se T : R? — R? tem posto 1, os vetores

7 € R?, tal que T(¥) = 0, formam uma reta contendo

=1

14.6 Comentario das atividades

Se vocé entendeu o conceito de transformagoes lineares no plano
(da definigao (14.1)), conseguira resolver as atividades 1, 2, 3 e 7
sem maiores problemas. Caso tenha resolvido as atividades 4 e §,
entdo entendeu o exemplo rotacdo em torno da origem. Se vocé
entendeu o exemplo da expansio ou contra¢ao uniforme, conseguiu
responder & atividade 5, e se concluiu a questao 9, entdo entendeu
a nocao de posto de uma transformacao. E quanto & atividade 67
Se obteve éxito na resolucao dessa atividade, entendeu que uma
transformacao linear leva uma circunferéncia numa elipse.

Se ainda tiver dificuldades, volte e reveja com cuidado os con-
ceitos apresentados na aula. E nao se esqueca dos tutores, pois eles

poderdo ajudé-lo a eliminar as davidas. Além disso, é importante
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e enriquecedor o contato com os colegas para discutir as questoes

propostas nesta aula.
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