Mudanca de Coorde-
nadas no Espaco

META
Introduzir as mudancas de coorde-

nadas no espaco.

OBJETIVOS

Efetuar mudanca de coordenadas
no plano, alterando ou ndo a origem
do sistema. Reconhecer matrizes
de passagem (matrizes ortogonais)
de um sistema de coordenadas para

outro.

PRE-REQUISITOS
Dominar o contetido abordado na

Aula 11 (mudanca de coordenadas

no plano).
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Mudanca de Coordenadas no Espaco
15.1 Introducao

Ol4, em continuidade ao que estudamos na Aula 11 (Mudanga de
Coordenadas no Plano), iremos expandir nossas fronteiras conhe-
cendo as mudancas de coordenadas no espaco. Surgird em nossos
estudos um tipo de matriz chamada de matriz de passagem, que
possibilita a mudanca de um dado sistema de coordenadas para
um novo sistema. Essas matrizes de passagem tém uma impor-
tante propridade, pois suas inversas multiplicativas sao iguais as
transpostas, o que facilita muito o calculo das inversas e conse-
quentemente a maneira de escrevermos as coordenadas de um sis-
tema para o outro e vice-versa. Em muitas situacoes, uma simples
mudanca de coordenadas pode ajudar a melhorar a visdo de uma

equacao ou de um problema.

15.2 Mudanca de sistema de coordenadas no

espaco

Em algumas situagoes, é conveniente mudarmos de um sistema de
coordenadas OXY Z para um novo sistema O’ X'Y'Z’.

Seja P um ponto no sistema OXY Z, com coordenadas x, y e
z. Como obter as coordenadas 2/, v’ e 2’ no sistema O'X'Y'Z"?
Para respondermos a essa pergunta, consideremos 0s vetores uni-
tarios 7, j, k dos eixos OX (eixo—z), OY (eixo—y) e OZ (eixo—z),
juntamente com os vetores unitario 1, s, t3 dos eixos O’ X', O'Y”’
e 0'7.

Sabemos que todo vetor de R3 pode ser escrito como combi-

nacao linear de 14,7, k, e assim, os vetores @; = (ay,b1,¢1), Uy =
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(a2, b2, c2), Uz = (as, bs, c3)

U = alz-')-l- blj-l- 01E
ﬁg = a2;+ bg}—l— CQE (15.1)

’LTg = a3Z+ b3j+ 03];:

Devemo-nos lembrar de que 4, j, k sdo perpendiculares dois a dois,

0 que resulta em

-,

(U, 1) = an, {in,]) =bn, (UGp, k) =cn, comn=1,2,3.
(15.2)

Das equacdes (i, V) = |i] - |] cos § para quaisquer @, € R? e

(15.2) segue que
ap, = COS (i,
b, = cos 3, comn=1,2,3¢
Cp = COS Yy,

Qs B, Yn 880 08 angulos que 4, forma com os eixos OX, OY e

0Zz.

Observagao 25. Cada um dos @, sao unitdrios, ou seja,
> = a2 + b2 +c2 =1 = cos*ay, + cos? B, + cos? vy, = 1.

A reciproca também vale, ou seja, podemos escrever i, j e
k como combinacdo linear dos vetores unitarios w7y, us, 3. Por
exemplo,

1 =zt + yio + 23

, € lembrando que os vetores w, sdo perpendiculares dois a dois,

obtemos

-

T = <Z7ﬁl> =ai, Y= <;’ﬁ2> =daz, z= <7’aﬁ3> = as,
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Figura 15.104: w7, U9, U3 sao Figura 15.105: a1 = cosayq,

ortogonais entre si. b1 = cos (1 e ¢ = cos 1.

ou seja, i = a1 + asils + asis, € que nos implica a obtermos j e

k analogamente,

i = ayiiy + agily + asiis
j = byl + botis + b3iis (153)
E = 1ty + cotls + CgﬁgE

Observe que a matriz dos coeficientes de (15.3) é a transposta da

matriz dos coeficientes de (15.1).

ar b1 o ar az as
¢
M=1ay by ¢ e '"M=|b by b3

a3 bz c3 c1 c2 c3

Portanto, dado um ponto P no sistema OXY Z com coorde-

nadas (z,v, z), equivale a afirmar que OP =z ity j+z- ke
—_—

analogamente de O'P = ' - iy +y' - s + 2’ - 43. Ou seja, (2/,y/,2')

sao as coordenadas do ponto P no sistema de O’ X'Y’'Z’.
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Figura 15.106: O' = (m,n,p) e O'P=0P-00.
15.3 Transladando a origem do sistema

Sejam (m, n, p) coordenadas da nova origem O’ no sistema OXY Z,
isto é,

— R - 5
OO0’ = mi + nj + pk.
— _ —
Note que OP = OO’ + O'P, o que implica em
e — —
O'P=0P-00" (15.1)
Em coordenadas, fica
iy T2 U= (x—m)i+ (y—n)j+ (p— 2)k.

Percebemos que o produto interno com w; de ambos os membros

da igualdade anterior nos fornece

(i) =a1, (J,id1)=b, (k,a)=c
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¥ =(x—m)ay + (y —n)by + (z — p)ey.
E fazendo o mesmo produto com sy e i3, obtemos

= (x—-—m)ag+ (y—n)by + (z — p)ay

y'=(x—m)az + (y — n)bz + (2 — p)ec2 (15.2)
7= (z—m)ag + (y —n)b3 + (z — p)es
E como serdo as expressoes para as coordenadas z, y e z em funcgio
de 2/, ¢/ e 2/ 7 Para respondermos a mais esta pergunta, voltemos
a igualdade (15.1),

/ 7 D 7 7

OP=0P—-00 = OP=00+0OP.

Em coordenadas,

Ti 4 yj + 2k = '@ + y'ts + 2'Us. + mi + nj + pk,
tomando o produto interno de ambos os membros por i, resulta
em

(Z, wi 4 yj + 2E> = (f, 2Ty + YU + 23, + mi+nj + pE}
Y
T = x/@ 1) + y’(f, Ua) + Z’@ us) + m(;, ;>
)
r = a1z’ + asy + a3z’ +m.

Fazendo o mesmo produto interno, desta vez com os vetores j e k,

obtemos

z=a1x’ +asy +azz’ +m
Yy = blaz’ =+ bgy/ + bgz, +n (15.3)
z=cx + ey +c32 +p

O que conclui a resposta para a pergunta anterior.
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Exemplo 15.3.1. Vamos aplicar as equagoes (15.2) ao ponto O’
cujas coordenadas sao (m,n,p) no sistema OXY Z, o que resulta
em
' =(m—-—m)ar + (n—n)by + (p —p)ar =
y'=(m—-mlaz+(n—n)ba+(p—plez = y =0
2 = (m—m)az+ (n —n)bs + (p — p)c3 2 =

Mas nos ja esperdvamos isso, nao era? Pois O’ é a nova origem no
sistema de coordenadas O'X'Y’Z’. Ja o ponto (1,0,0) no sistema
O'X'Y'Z', usando desta vez as equagdes (15.3), tem coordenadas
T =a12 + asy +azz +m r=a;-14+ay-04+a3-0+m
y=bia' +byy +b3z’ +n = y=b-1+by-0+b3-0+n
z=c17 +coy +c32 +p z=c1-14+c-0+c3-0+p
resultando em 2’ =ay +m, vy =by +nez =c; +p.

Observagao 26. Poderiamos ainda pensar na forma matricial de es-

=y, )

crevermos (15.2 e 15.3). Considerando X = (x,y, 2), X
e Vv = (m,n,p), note que
x ay as as x m

Y = b1 by b3 y/ + | n €

tM
OuaindaXx =M X +vex = (‘M) -X—+v. A matriz M e ‘M
é chamada de matriz de passagem do sistema OXY Z para o

sistema O’ X'Y'Z' e vice-versa.
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15.4 As matrizes ortogonais

Do produto M -! M, percebemos que

a1 a2 as ap b1 ¢
M'tM: bl bQ b3 ] a2 b2 C9

c1 c2 c3 az bz c3

a3 + a3 + a3 a1by + agbs + asbs  aicy + asca + asces

= | bia; + byas + bsas b% + bg + b% bici1 + baco + bscs

cra1 + coas + czas  c1by + caby + c3bs G+ s+
(U, tr) (uy,tz) (Ui, us)
= | (do,t1) (Ug,tz) (Uz,us)

1) (U3, Uz) (us,us)

g

(i3,
Mas como w1, W, U3 a0 mutuamente ortogonais, temos

1 00

MfM=[o1 0],

001
que é a matriz identidade 3x 3 (simbolicamente, Ids). Desta forma,
a matriz de passagem de um sistema de eixos ortogonais para outro
tem a propriedade de que sua matriz transposta também é sua
inversa.
Definicao 15.43. As matrizes quadradas M, tal que ‘M - M =
M - *M = 1d3, sdo chamadas de matrizes ortogonais.
Exemplo 15.4.1. A matriz identidade (Ids3) é ortogonal. Toda
matriz na forma

cos senf 0
Ry =] —senf cosf 0|, (15.1)
0 0 1
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para cada # € R, também é uma matriz ortogonal, pois 'R - R =

R ' R =1ds3. Em particular, se 0 = g, terfamos

0 10
Rr=1-10 0
0 01

Conheceremos melhor esses tipos de matrizes nas préximas aulas.

Observagio 27. Da igualdade M - M = Ids notamos que
1 = detId3 = det(*M - M) = det(*M) - det M = (det M)?,

pois det(!M) = det M, e entdo (det M)? =1 = det M = +£1, ou

seja, toda matriz ortogonal M tem que det M = +£1.

Definicao 15.44. QQuando o determinante da matriz de passagem
M ¢ igual a +1, dizemos que os sistemas OXY Z e O'X'Y'Z" tém
a mesma orientacao. Se o determinante de M for igual a —1,

entdo os sistemas de eixos tém orientacoes opostas.

Exemplo 15.4.2 (TRANSLAGAO DE Erxos). No caso em que i; =
i, iy = j ey =k, ou seja, os eixos OX e O'X', OY e O'Y’
alem de OZ e O'Z' sao paralelos de mesmo sentido. Dizemos
entdo que se trata de uma translacao de eixos. Em particular,

suponhamos que O’ = (—1,2,1), entdo as coordenadas no novo

sistema O’ X'Y'Z’ sao dadas por
¥=x-1 y=y+2ed=2+1,
das quais automaticamente temos

r=2'+1, y=y —2e z=2—1.

;“:243_ )
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Figura 15.107: O' = (m,n,p) e O'P = OP — 00"
15.5 Resumo

Nesta aula, aprendemos a fazer a mudanca de coordenadas tanto
rotacionando os eixos e mantendo a origem fixa como também
transladando-a. Conhecemos o conjunto das matrizes ortogonais
que contém as matrizes de rotagdo e que serdo de grande utilida-
des na construcao de exemplos e aplicactes das transformagoes na

disciplina de Algebra Linear (segundo semestre).

15.6 Atividades

1. Verifique quais das matrizes a seguir sdo ortogonais ou nao:

/2 —v3/2 0
(a) (o [v3/2 1/2 0
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2. Qual a condicdo para o nimero real «, tal que

cosaa sena 0
Ry = | —sena cosa 0

0 0 1

seja ortogonal?

3. Faca o mesmo que se pede na atividade (2) para as matrizes

cosa 0 sena 1 0 0
(a) Ry = 0 1 0 (b) |0 cosa sena
—sena 0 cosa 0 —sena cos«

4. Encontre a e b, nlimeros reais, tal que os multiplos aM e bN

das matrizes a seguir sejam matrizes ortogonais.

2 =2 1 6 3 2
M=11 2 2 N=|-3 2 6
2 1 =2 2 -6 3

5. Usando a matriz aM do exercicio anterior, efetue a rotacao
dos eixos (mudanca de coordenadas mantendo a origem fixa?)
. Encontre as novas coordenadas (2',y’, 2’) dos pontos cujas

coordenadas (z,vy, z) sdo:

(a) (_17272)7
(b) (0,1,1);
(C) (_1717_2)7
(d) (1,1,1)

6. Supondo que as coordenadas dadas no exercicio (5) sejam

(2’9, 2"), quais eram, em cada caso, z, y e 27

30u seja, as origens do novo e do antigo sistemas coincidem.
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7. Ainda com a matriz ortogonal aM da atividade (4), quais
sao as novas coordenadas 7', i e 2’ das equacoes dos planos

a seguir?

(a) 2z +y+2z=1;
(b) 2z —y =1

(c) z+y+2=0.

15.7 Comentario das atividades

Conseguiu resolver as atividades 1,2,3 e 47 Entao vocé entendeu o
conceito de matrizes ortogonais. Se solucionou as atividades 5,6 e
7, vocé ja tem uma noc¢ao de mudanca de sistemas de coordenadas.

Caso tenha dificuldades na resolugdo das atividades, retome
com cuidado os conceitos apresentados ao longo da aula. Procurar
os tutores para esclarecimentos das duvidas também é fundamental
para o seu aprendizado. Nao se esqueca de que o contato com o0s
colegas para discutir os assuntos estudados também ¢é bastante

proveitoso.
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