Equacao Geral do Se-
gundo Grau no Es-

pago

META

Apresentar as propriedades da
equagao de segundo grau com trés
variaveis e suas respectivas repre-

sentacoes no espago.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera
efetuar translacées nos eixos coor-
denados para identificar superficies
representadas por equagdes com

trés varidveis.

PRE-REQUISITOS

Ter compreendido o contetdo da

aula anterior (Completando qua-

drados).
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18.1 Introducao

Ol4, caro aluno! Nesta aula, daremos continuidade aos estudos
das quédricas centrais. Estudaremos um pouco mais a respeito
das equagoes que representam as superficies quadricas (quadricas
centrais) e os paraboloides (eliptico e hiperbolico).

Vamos analisar a funcdo quadratica com trés varidveis, ¢ :

R3? — R, dada por

o(x,y,2) = Az’ + By’ +C2*+ Drxy+FExz4 Fyz+Go+ Hy+1z+.J

(18.1)

com A, B,C, D, E, F,G, H, z, J e d constantes reais nao todos
nulos.

Iremos admitir que os eixos ortogonais ja foram escolhidos de

tal sorte a eliminar os termos zy, xz e yz (D = E = F = 0), como

estudamos para duas varidveis. E assim, para simplificar, basta

considerarmos o caso da funcao
o(x,y,2) = Az> + By + C22 + G + Hy + Iz + J

Vamos buscar uma translacdo de eixos tal que as coordenadas

x,1, z passem para r, s, t, obedecendo
r=r+h, y=s+k, z=t+m
para que os termos do primeiro grau desaparecam. Facamos

o(x,y,z) =p(r+h,s+kt+m)

=p(r, s,t)

= A(r +h)? + B(s+ k)2 + C(t +m)?+
+G(r+h)+H(s+k)+I(t+m)+J

=Ar?+ B2+ Ct2 +G'r + H's + I't + J',
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sendo
G' =2Ah+ G
H =2Bk+ H
I'=2Cm+1

Agora, vamos analisar quatro casos.

18.2 A, B e (' sao diferentes de zero

G _H T P
ﬂ,k——ﬁem——%,obtemosG—H—

I' =0, além de a equacgdo op(x,y,2) = d se reduzir a Ar? + Bs? +

Tomando h = —

Ct?> = d — J'. Portanto, a superficie de nivel de ¢ é uma das

quadraticas centrais ja estudadas nas aulas 16 e 17.

18.3 Apenas um dos coeficientes A, B,C é

zero e os outros dois tém o mesmo sinal

Vamos admitir que se C' = 0 (sem perda de generalidade) e AB > 0

(ou seja, tém mesmo sinal), temos
o(z,y,2) = Az’ + By  + Gz + Hy + Iz + J.

H
s——— (mantendo

G
C d d denad =r—0r Y=
om amudanga de coordenadas z = r—o— y 5B

z), obtemos
o(x,y,2) =@(r,s,2) = Ar* + Bs* + Iz + J'.

Observe as condicoes a seguir:

I =0 — afuncio ¢ escrita como A'r?24+B's?+.J', e assim, o(z,y, 2) =

d (ou seja,A'r? + B's?> = d — J') representa:

1. um cilindro vertical de base eliptica quando d — J'.A e

B tém mesmo sinal;
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2. um conjunto vazio se d—J’,A e B nao tém mesmo sinal;

G H

: ta vertical r = s = ja, r=—— Yy = ——
3. earetavertical r = s = 0 (ou seja, x 2A,y 5B

sed=.J").

I #0 — Neste caso, ¢(z,y,2) = d se expressa, dependendo de r,

set, por

AP+ B+ Iz+J =d =

A B d—J
A2 p2 __ A2 b
Iz=—-Ar"—Bs*—J 4+d = =z 7" 75 7
A B —J
ponto, A’:—Y, B’:—7 ep= d obtemos

z=A'r? + B's®> +p.

Definicao 18.53. A superficie represtentada por z = A'r?+B’s?>+

p é denominada de um paraboléide eliptico.

Figura 18.134: Paraboldide P = {(z,y,2) € R?; z = 2?2 + ¢?}.

Observagao 29. Um paraboldide tem concavidade voltada para

cima se A’ e B’ sao positivos e para baixo se A’ e B’ forem nega-

tivos.
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T

Figura 18.135: PN Figura 18.136: PN Figura 18.137: PN

plano — zz. plano — yz. plano — xy.

Exemplo 18.3.1. Qual serad a superficie representada pela equa-

cdo 2 + 2y? +4x — 4y + 22 +1 =0 ? Vamos efetuar a mudanca
H

—s Y= 535 Ouseja, z=1r—2e

y = s + 1, substituindo na equacao

de coordenadas, x = r

(r—2)24+2(s+1)> +4(r —2) —4(s + 1) +22+1 =0,
e expandindo os quadrados anteriores, obtemos
5

1
24252 +22-5=0 = Z=—§7’2—82+§.

E assim, percebemos que a superficie representada pela equacgao

anterior ¢ um cilindro parabdlico.

18.4 Apenas um dos coeficientes A, B,C é
nulo e os outros dois tém sinais opostos
Suponhamos (sem perda de generalidade) que C' = 0 e temos
o(x,y,2) = Az® + By> + Gz + Hy + Iz + J,
sendo AB < 0. Como em (18.3), uma translacdo dos eixos nos da
o(x,y,2) =@(x,y,2) = Ar®> + Bs* + T2+ J'.

Podemos ainda verificar as seguintes possibilidades:
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Figura 18.138: 22 4+ 2y% + 42 — 4y + 22 +1 = 0.

I =0 — daequagio p(z,y,2) =d = Ar’+ Bs> =d—J', o que
representa um cilindro vertical com base hiperbdlica ou um

par de planos que se intersectam na reta vertical r = s = 0

sed=.J.
1,.2 1.2 / A
I#0 — dey(zr,y,z)=d = A'r*+B's°+p=2z,com A =-7
B d—J
B'=—7 ep=— J (lembrando que A e B tém sinais

opostos, implica que A’ ¢ B’ também o tém).

Definicao 18.54. A superficie representada pela equacdo z =
A'r? + B's?> + p (A’ e B’ com sinais opostos) ¢ um paraboléide
hiperbdlico (também conhecida como sela, devido ao formato de
uma sela de cavalo). E gerada por uma parabola que se desloca pa-
ralelamente com seu vértice deslizando sobre outra parabola com

concavidade invertida.

Exemplo 18.4.1. Qual serad a superficie representada pela equa-
cio 322 — 2y? + 6xy + = + 2z = 1? Para descobrirmos, primeira-

mente vamos efetuar o processo de eliminacao do termo zy, que
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Figura 18.139: z = 22 — 42

aprendemos na Aula 17 (Completando Quadrados). Deste modo,

fagamos
0=322 -2y +6zy+x+22—1 3(2®>+2zxy) — 2> +2+22 -1
3x+y)? -3y -2+ +22—1

Tomando ro = x + y (implicando que = = rg — y), obtemos
31"(2)—5y2+r0—y+2z—1 =0.

Note que nesta equagio A =3, B=-5,C=F=FE=F =0,
G=1, H=-1,1 =2eJ = —1. Agora, queremos eliminar
os termos lineares ( 0s que tém z e y, ou seja G e H). Para
isso, como sugerido na se¢ao (18.3), introduzimos as mudancas de

coordenadas
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N3
31
3r2 —5s>+22——=0
T s° 4+ 2z 30
(3
35 549 31
z = 2T+25+60

Portanto, a superficie é um parabol6ide hiperbélico.

Figura 18.140: 322 —2y% + 62y + 2 +22 = 1.

18.5 Um dos coeficientes A, B, C' é diferente

de zero e os outros dois sao nulos
Considerando A # 0 e B = C' = 0, a fun¢o quadratica é dada por
o(x,y,2) = Az’ + Gz + Hy + 1z + J.

G
Efetuando a mudanca de coordenadas x = r — 24 © mantendo y e

z, fica

QD(ZE,y,Z) :a(nywz) =A7’2+Hy+fz+J

5":284_
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1. SeH:[:O,¢(x’y,z):d:>r2:

, 0 que define:

> 0, um par de planos perpendiculares ao
eixo—;
(b) se d = J', um tnico plano ou

d—J
A

(c) se < 0, o conjunto vazio.

2. Suponhamos que um dos coeficientes H, I seja ndo nulo, isto

é, I #0. Assim,

o(x,y,2) =d = Ar’+Hy+Iz+J =d = z=Ar’+H'y+p

A H d—J
= /:—— = —
com A" = I,A Ter 7

que a superficie representada pela equacao

, entao percebemos

A + G+ Hy+Iz+J=d

é o cilindro obtido pelo deslocamento da parabola z = A'r? 4
G
p (ou seja, z = A’ <x + 2A> + p) contida no plano y = 0,

paralelamente a si mesma, com seu vértice deslizando sobre a

reta 2 = H'y+p, situada no plano r = 0 (ou seja, x = —2—A)

Exemplo 18.5.1. Como verificamos no exemplo 5 da Aula 17,
a forma quadrética o(z,y, z) = 22 + y? + 422 + 22y — 4oz — dyz

pode ser reescrita da seguinte forma:
— 2 —
p=ry com 19 =2+Y— 2z

Vamos usar isso para a equacio x2 +y? + 422 + 2xy — drz — dyz —

x4+y+2z=1,sendo x =ryg —y + 2z, notamos que

o2y 422 P2y —dxz—Ayz—aty+z =1 = ri—(ro—y+22)+y+z =1

;":28'5_ b
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Figura 18.141: Nesta ilustracio, z = x2.

e assim, a equacao fica r% — 19+ 2y — z = 1. Fagamos, agora, a

seguinte translacao:

__n_ 1
To =T 21—7" 5

e obteremos

r—i—l 2— r—l—l —ytz=1 = r’- +z—§ = z=r2- 5
2 2) VT ey -y

E assim, a superficie representada pela equacio 2 + y? + 422 +

2zy —4dxz —4dyz — x4+ y + 2z = 1 é um cilindro parabélico.

18.6 Resumo

Nesta aula, aprendemos que é possivel associar uma equacao geral
do segundo grau com trés variaveis a algumas superficies (qué-
dricas centrais e paraboloides). Além disso, verificamos que essas
superficies podem ser mais claramente identificadas se efetuarmos

mudancas de variaveis.
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Figura 18.142: 22 4+ y? + 422 + 22y —4daz —dyz —x +y + 2 = 1.
18.7 Atividades

1. Usando a técnica de completamento de quadrados, identifi-
que as superficies de nivel definidas por cada uma das equa-

¢oes a seguir:
(a) 22 +2y% +42%2 =9;
(b) 2?2 + 2y — 222 +yz = 0;
(c) y? — 222 +2V3yz — 2 = 0;

(d) 322 + 322 + 222 = 2;

18.8 Comentario das atividades

Nesta tinica atividade com 4 itens, vocé podera exercitar seus co-
nhecimentos a respeito dos 4 tipos de classificacoes para as equa-
¢oes do segundo grau com trés varidveis.

Caso haja dificuldades na resolucdo da atividade, retome os

conteudos estudados durante esta aula e ndo se esqueca de que ha
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tutores para ajuda-lo com as dividas.
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