Transformacoes Line-
ares no Espaco

META

Identificar e ilustrar algumas trans-
formacgoes lineares de R™ em R™
(em especial, para n = m = 3), bem
como as transformacoes lineares

ortogonais e suas propriedades.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera
identificar e utilizar as transforma-
¢oes de R™ sobre R, bem como as
transformacodes lineares ortogonais

(quando n = m = 3).

PRE-REQUISITOS
Ter compreendido transformacoes li-
neares no plano, mudancas de coor-

denadas no espaco e quadricas cen-

trais.
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19.1 Introducao

Ol4, nesta aula vamos expandir a definicao de transformacao li-
near apresentada na Aula 14. Conheceremos alguns exemplos de
transformacoes lineares, como as transformacdes lineares ortogo-
nais com as propriedades de preservarem o produto interno e os

comprimentos das imagens dos vetores pela transformacao.

19.2 Transformacoes lineares

Vamos comegar com uma definicdo mais generalizada.

Defini¢ao 19.55. Sejam V =R" e W = R"™ (com n,m = 1,2 ou
3) dois conjuntos. Uma transformacao linear é uma fungao de

Vem W, F:V — W, que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) quaisquer que sejam 4 e ¥ em V|

F(i@+ 0) = F(@) + F(9). (19.1)

(ii) quaisquer que sejam @ V e A € R,

F(\@) = \F(@). (19.2)

Exemplo 19.2.1. Vejamos alguns exemplos:

1. A transformacdo T : R? — R? (com m = n = 2),definida por

T(x,y) = (y,0) é uma linear, pois

(i) Dados @ = (x1,y1) € U = (x2,y2), temos que 4 + U =

(290,



Vetores e Geometria Analitica: Livro 1

(x1 + 22,1 +42) €

T(u+v) =T (x4 x2,y1 + y2)
= (y1 +42,0)
= (0,41,0) + (0,32,0)
— T(@) + T(3).

(i) dados @ = (z1,y1) € a € R, temos que aid = (ax1,ay;)
e
T(u+7) =T(ax1,ayr)
= (ay1,0)
= (a(y1),0)
= a(y1,0)
= aT' ().

2. A aplicacdo F : R2 — R3 (veja que neste caso, n =2 e m =
3), definida por F(z,y) = (0,z + y,0), é uma transformagao

linear, pois

(i) dados @ = (x1,y1) e U = (x2,y2), temos que @ + ¥ =

(x1 + 2,91 +42) €

Fi+7) =F(z1+z2,51 +y2)
= (0, (21 + 22) + (11 + 12),0)
= (0, (x1 + 1) + (22 + 32),0)
= (0,21 +y1,0) + (0,22 + 2, 0)
= F(u) + F (7).

(ii) dados @ = (z1,y1) € a € R, temos que atd = (axy,ay;)
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F(i+v) = F(ar1,ay;)
= (0, az1,ay1,0)
= (0,a(z1 +41),0)
=a(0,z1 +y1,0)
= aF(u).
3. A transformacio S : R? — R?, dada por S(z,y, 2) = (zz,yx)
ndo & linear, pois se fosse, S(ai) = aS(i), para todo @ € R3.

No entanto, se @ = (z1, 1, 21), temos que

S(att) = S(az1,ay1,az1)
= ((az1)(az1), (ay1)(az1))
= (a2(x1z1,a2(y121))
= a*(z121,4121)
= a*S(z1,91,21)

= a?S(@)
= S(at) # aS().
Nao obedecendo, assim, & propriedade (ii).

4. Ja a transformacdo @ : R — R, dada por Q(z) = 2z + 1

também nao é linear. Perceba que

T(:L‘l) =2r1+1
T(xa) =222+ 1

e para T'(z1 + x2) = 2(z1 + x2) + 1. Vemos que
T(:L’l)—I—T(ZL‘Q) = (2£L‘1—|—1)+(2l‘2+1) = 2($1+J}2)—|—2 7'5 T(:L'1—|—$2).

Portanto, ndo obedecendo a propriedade (i).
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19.3 Transformacoes lineares em R3

Agora, vamo-nos concentrar em transformacgoes T : R3 — R? que

serdo nosso objeto de estudo.

Definicao 19.56. Uma transformacio linear 7' : R? — R3 ¢
uma correspondéncia que associa a cada vetor ¥ = (z,y, z) em R3
um vetor T'(¥) = (2,1/,2'), chamado imagem, ou o transfor-

mado de ¢ por T, com

¥ =a1x+by+cz
Yy = agw + boy + coz

2 = aszx + b3y + c32.

Os coeficientes a;, b;, ¢; (i = 1,2,3) determinam a matriz

ar b o
M=1ay by e

az b3 c3
chamada de matriz da transformacao linear 7.

Note que sendo 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0, 1) vetores

da base canoénica,

T(Z):(a1'1+b1-0+01-O,a2-1+b200+02-O,a3~1+b3'0+63-0)

T(j):(a1-0+b1'1—1—01-O,ag'O—i-bg~1+02-O,a3-0+b3-1+03-0)
T(/;/:):(a1-0—|—b1-0—1—01-1,a2-O—i—bQ-0+02-1,a3-0+b3-0+03-1)

4

1

~

T() = (alva?vai’))
T(j) = (b, b2, bs)
T(/;:) = (01,62,63)

Ou seja, as colunas de M sdo os vetores T'(i), T(), T(k).
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Recorremos a definicao de transformagio linear no plano dada
na Aula 14 e notamos que para @,7 € R? e A\ € R quaisquer,
tem-se

T(u+ V) =T(u) +T(V), T(\) =T (V) (19.1)
Exercicio 19.3.1. Verifique que numa transformacao linear valem
as igualdades (19.1). (Veja exercicio (2).)

A reciproca também é valida, isto é, se uma transformacio

T : R? — R3 satisfaz as igualdades (19.1), entdo 7 é uma trans-

—

formacao linear. De fato, sejam T(i) = (a1,a9,a3), T(j) =
(b1,b2,b3) e T(E) = (c1,¢2,¢3). Dado @ = (z,y,2) € R3, tem-se
=i+ yf+ zE, e sua imagem por T serd
T(7) = T(xi+yj+ zk)
= T(xi) + T(yj) + T(zk)
= 2T(0) + yT(J) + 2T (k)
= x(a1,a2,a3) + y(b1, by, b3) + z(c1, 2, c3)

= (@17 + b1y + c12, 027 + bay + c22,a3x + b3y + c32)

Definicao 19.57. Considere a transformacio S : R? — R? com

matriz

Pt @1 M

N=1p q r

p3 g3 T3
Asoma T+ S :R? — R3 o produto AT : R? — R3 (pelo A € R) e
o produto T'S : R? — R? das transformacoes lineares (T e S) sdo,

respectivamente,

(\T)(@) = (AT)(7) e (19.2)
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As transformagoes T+ S, AT e T'S sao todas lineares. A veri-
ficacao das transformagoes T+ S e AT ficam como exercicio (veja
exercicio (3)). Para a transformacao T'S, a sua matriz da trans-
formacao serda M N. De fato, note que a primeira coluna da matriz

TS é

— —

(T9)@ =T (S6))
= T(p1,p2,p3)
= (a1p1 + bipa + c1p3, azp1 + bapa + caps,
azp1 + bapa + c3p3)

que é a primeira coluna da matriz M N. Podemos proceder de
forma andloga para a segunda e a terceira colunas da matriz de
TS, pois percebemos que elas coincidem com a matriz MN e,

assim, a matriz de T'S é M N.

Exemplo 19.3.1. Vejamos algumas transformaces bem simples

de serem observadas.

(a) [Identidade] Id : R? — R3, dada por Id(¥) = @, para todo
e RS

(b) [Transformacdo Nula] O : R? — R3 sendo O(%) = 0,
para todo ¥ € R3.

Note que em (a), a matriz da transformacao é

100
Ii=10 1 0
0 0 1
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Em geral, denotamos
as matrizes identidade
de ordem n x n por I,.
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a matriz identidade 3 x 3, enquanto que em (b) a matriz de

Oé
0 00
000
0 00

a matriz nula 3 x 3.

(c) [Homotetia] A transformacio H = a-Id : R* — R3 chama-
se a homotetia de centro O = (0,0,0) e razdo «. Veja que

(a-1d)(¥) = a@ para todo @ € R®. Sua matriz é da forma

a 0 0
a-Is=[0 a 0
0 0 «

Exemplo 19.3.2. [PROJEGAO ORTOGONAL SOBRE UMA RETA| Seja
r uma reta passando pela origem de R? e com direcdo @ = (a, b, c).
Tem-se r = {ti&i, t € R}, a projecio ortogonal P : R? — R3? so-
bre a reta r corresponde a cada vetor v = (,y,2) € R? ao vetor

P(¥) € r, tal que ¥ — P(¥) é ortogonal a u. Deste modo,
P@W)=tu, teR e (u,v—P)) =0 = (u,v) = (4, P(V)).

Tomando (i, @) = 1, temos de P(?) = td,

que :
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Figura 19.143: P(?) = (v, u)u

(i) para quaisquer ¥, w € R3,

(ii) para quaisquer ¥ € R3 e o € R,

\/l
g

P(a-0) U, V) -

I
Q
o
&
IS

Logo, P é linear. Com respeito as suas coordenadas, sabendo que

= (a,b,c) e U= (z,y,2), temos P(¥) = («/,/,2'), com

v’ = a’x + aby + acz
y' = abx + b2y + bez

2 = acx + bey + 2z,
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a matriz da transformacao serd dada por

a’? ab ac

P=1lab b be

ac be 2

O posto de P é 1, pois seus vetores-coluna sdo miultiplos de 4@ =
(a,b,c).

Exemplo 19.3.3. [REFLEXAO EM TORNO DE UMA RETA| Seja r
uma reta em R? que passa pela origem e contém o vetor unitario
@ = (a,b,c). A reflexdo em torno da reta r é a funcio R : R3 — R?
associando cada ¥ = (z,y,2) € R ao vetor R(¥) tal que r ¢ a
mediatriz do segmento de reta que liga ¢ a R(¢). Notamos da

figura (19.144) que

em que P(¥) = (U,4)u é a projecao ortogonal de ¢ sobre a reta r.

Ou seja, R = 2P — Id ou, mais explicitamente,

R(¥) = 2(3,il)i — 7 V7 € R3,

Portanto, R é uma transformacao linear e sua matriz é N =

2P — 13, ou seja,

a® ab ac 1 0 0 2a2 — 1 2ab 2ac
N=21ab b bc|—|0 1 0] = 2ab 202 —1  2bc
ac be 2 0 0 1 2ac 2bc 2¢2 — 1

19.3.1 Transformacoes ortogonais

Definicao 19.58. Uma transformacao linear T : R? — R3 chama-
se ortogonal quando sua matriz M é ortogonal, isto é, tM - M =

M- (M) =1;.
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R(V)

Figura 19.144: R(7) = 2P(%) — ¥

A reflexao do exemplo (19.3.3) é ortogonal.  De fato, a matriz

da transformacdo R, N é simétrica, ou seja, N =' N = N? =
N-(IN)=1s.
Exercicio 19.3.2. Verifique que N? = I3.

As rotacoes em torno de um eixo também sdo transformagoes

lineares ortogonais.

Exemplo 19.3.4. A rotagdo de um angulo # em torno do eixo—z

é a transformacao linear
T, : R3 — RR3
v =(2,y,2)

cuja matriz é da forma

cosf —senf 0
Ro=|senf cosf 0
0 0 1

Note que Ry - (*Ry) = Ry -Rg = I3. Temos ainda os caso em que:

Todas as rotagles
ilustradas neste exem-
plo sdo no sentido
anti-horéario, para
rotacioni-las no sen-
tido horario, basta

trocar 6 por —6.

— T,(V) = (xcosh —ysen §, xsenf + y cos b, z).
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1. arotacao é em torno do eixo—z, cuja matriz da transforma-

cao T, é dada por

1 0 0
Ro=1|0 cosf —senb

0 senf cos6

2. a rotacdo é em torno do eixo—y, cuja matriz da transforma-

cao Ty, ¢ dada por

cos 0 —senfd
Ro = 0 1 0

senff 0 cos6

Munidos das matrizes de rotacao do exemplo anterior, podemos
construir algumas superficies de revolucao rotacionando curvas em
torno de eixos pré-determinados. Por exemplo, podemos obter um
paraboléide (circular) rotacionando a parabola p(t) = (¢,0,t?), t €
R em torno do eixo—z, fazendo corresponder para cada # uma copia

da parabola original rotacionada.

cos —senf 0 t tcosf
Ro-p(t) = | senf cosf 0 0| =|tsenb
0 0 1) \t? 12

E assim, temos uma outra maneira de parametrizar o mesmo pa-
raboloide (neste caso, com base circular) que estudamos na Aula
18.

Podemos obter também a esfera de raio 1, (S?), rotacionando

a curva (z,v1— 22,0) em torno do eixo—z, como ilustra a figura
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Figura 19.145: Parabola con- Figura 19.146: Paraboldide
tida no plano II,,, dada por gerado pela rotacao da paré-
p(t) = (¢,0,t?), t € R. bola p(t) em torno do eixo—z.

a seguir. Neste caso, a parametrizacao serd dada por

1 0 0 T x

0 cosf —senf Vi—z22|=|- ( 1-— :B2) sen 0

0 senf cosf 0 — (M) cos @
Note que

22+ (Msen 9)2 + (\/mcos 9)2 =

=22+ (1 — 2%)sen?0 + (1 — 22) cos? @

=22 + (1 — 2%)(sen?d + cos? §)

=22+1—2?2

= 1,
confirmando que (3(t, 0) = (x, —V1 = 22senf, —v/1 — 22 cos 9) obe-
dece & equacdo 22 4 y? + 22 = 1 da esfera unitéria.
Proposi¢io 1. Uma transformacao linear ortogonal 7' : R? — R3
preserva o produto interno de vetores, ou seja, T' é ortogonal. En-

—\

tdo, para quaisquer i, 7 € R3, tem-se (T(@), T(¥)) = (i, T)

Demonstracio. Sejam @ = (a,b,c) e ¥ = (z,y, 2) em R3, interpre-

tamos o produto interno (i, ¥) = az+ by + cz com sendo o produto
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Figura  19.147: Semi- Figura 19.148: Esfera ge-
circunferéncia CODtida rada pela rotagao da semi-
no plano IlI;,, dada por circunferéncia ¢(t) em torno

q(t) = (t,v1—12,0), t e R. do eixo—z.

i - ¥ das matrizes

tﬁ:(a b c) e U= |y
z
E se M é a matriz da transformagio linear ortogonal, tem-se por

definicio! M - M = I3, e temos ainda que
(T(@), T(¥)) =" (M) (MT) =T MM =i I3 0 =" - 7 = (i, V)
]

Proposi¢do 2. Se a transformagao linear ortogonal preserva o pro-

duto interno, também preserva comprimentos.

Demonstracio. Partindo do produto
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O]

Exemplo 19.3.5. Usando mais uma vez os exemplos das matrizes
de rotagao sob os eixos coordenados (x, y e z) e dados os vetores
v = (1,0,1) e W = (1,1,—1), notamos que (¢,w) = 0. Vamos
rotaciona-los em torno do eixo—y em 6 = 7/3 (ou seja, 60°). Assim

a matriz de rotacdo é dada por

cosk} 0 —sen} % 0 _§
PR==| 0o 1 0o |-=[0 1 o0
seng 0 cos§g @ 0 %
1 V3 1 V3
1 U= |Z= R
OgO7R30 (2 27072+ 2)@
3 1 3 1
72% W= ({ + 97 1, \2[ - 2) <Rg 17,73% w) = 0, note ainda
que
7] = VI2Z+02+12=V2 e i = VI2+ 12+ (-1)2= V3
e que
2 2
V3 1 , (1 V3
E_): _— - _ R — 2
Rz 7] <2 to ] 0245+ e
Y V3 1\’
Rz wl <2+ 2) + +<2 2) V3

E assim, percebemos que as imagens dos vetores ¢ e w pela rotagao

T, estao de acordo com as afirmacgoes anteriores.

NA PROXIMA AULA
Apresentaremos mais alguns exemplos sobre transformagoes li-
neares no espacgo, como uma aplicacdo & 6ptica, na projecao de

objetos em 3D para 2D e em codificagdo de mensagens.
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19.4 Resumo

Nesta aula, conhecemos uma definicdo um pouco mais geral que
a ja conhecida para transformacoes lineares. Concentrando-nos
apenas nas transformacdes de R3 em R3, foi possivel observar que
para cada transformacao linear existe uma matriz quadrada associ-
ada, chamada de matriz da transfomacao. Além disso, conhecemos
mais alguns exemplos e propriedades como a conservacao do pro-
duto interno e de comprimentos das imagens de vetores através de

transformacoes lineares ortogonais.

19.5 Atividades

1. Verifique se as transformagoes a seguir sao lineares ou nao.

(%) T: R?2 — R?
(z,y) = T(v,y)=(x+y,z—y)

F: R — R
(b)
(l'ay) = F(x’y):$y+1
: R —- R
© 7

z = fz)= |zl

(d) G :R3? — R? definida por

G(JU,Z/,Z):(&C Y z)' -1 0

F: R3 — R

(.T,y,Z) = F($,y):$+y—22
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2. Seja T : R? — R3 uma transformacio linear como na, defini-

¢ao (19.56), com
T(x,y,z) = (mz+biy+c1z, asx+boy+caz, azz+bsPy+csz).

Verifique que para 4,7 € R?® e A € R quaisquer, valem as

igualdades:

(a) T(u+ V) =T(u) + T(v),

(b) T(\G) = \T(7).

3. Verifique que para as transformacoes lineares 7' : R3 — R3 e

S :R? — R3, também sio lineares as transformacdes:

(a) a soma T + S : R? — R3, definido por (T + 9)(?) =
(V) 4+ S(v);

(b) o produto AT : R® — R3 (pelo A € R), definida por
(AT)(0) = (AT)(?).

4. Use as matrizes de rotacdo a fim de construir parametrizagoes

para:

(a) o elipsoide, rotacionando a curva 3(t) = (t,2v/1 — t2,0),t €
R.

?

(b) o cone, rotacionando a reta y(t) = (0,t,t), t € R.

5. Use a técnica de demonstracao da proposicao (1) para de-
monstrar que se 7' : R? — R? é uma transformacio linear
ortogonal que preserva comprimentos (ou seja, |1'(1)| = |i],
Vi € R3), entdo também preserva produto interno (isto

6(T (@), T (7)) = (i, v), Vi, 7 € R?).

6. Mostre que:
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NISUT- . 3 3 2 =
x - I x (03
(a) a transformacdo T, : R® — R°, dada por T, (7) = Ra¥
rotacionada num angulo o em torne do eixo—z) e T}, :
y
R? — R3, dada por T, (%) = Ry (rotacionada num an-

gulo # em torne do eixo—y) , preserva produto interno;

(b) a transformagao (T,1,)(¥) = T,(Ty(V))Vi € R3 pre-

serva produto interno.

(c) (generalizando) para quaisquer transformacoes ortogo-
nais 7, S, a transformacao ST também é ortogonal e

preserva produto interno.

19.6 Comentario das atividades

Se vocé conseguiu resolver as atividades 1,3 e 4, entdo entendeu a
definicdo de transformacoes lineares. Respondendo as atividades
2, 5 e 6, perceberd que podemos encontrar outras propriedades
nos conjuntos das transformacdées lineares relativas & composicao,
soma e produto por um escalar e produto interno. J& na questao
7, vocé deve ter notado que podemos escrever funcoes (também
chamadas de parametrizagoes) para algumas figuras geométricas

ja conhecidas nossas (superficies quadricas).
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